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^ «Ote C6er{{A(^e etnev ^ugel etgnet ftd^ n)egen tl^ret gletc^^ 
mAfltgen Krümmung eben fo n)o^( jum (Sonflructton^felbe^ 
afd bte &(ene, unb bte Unterfudf^ung bev @e{e|e ipif&rii^tx 
^ Gottflructtonett fü^rt ju JJlefuItaten, mld^t nid)t nur ben 
^ ))fantmetrtfc(^en amloQ, fonbern nod^ aKgememet ftnb, aU 
btefe; ba (Icf^ ja, analpttfdb d^nommen, bte 66ene au(f» ate 
eine £uge(f[ä(f)e mtt unenbltd^em dlabtud batfleUt ÜOan 
lann unter bem 9tamen ^;®p|iättf' ben 2:(;et( ber &zof 
metrte »erflehen, welcher ber Planimetrie gegenüber fielet 
unb bit ®efe|e ber Gonflructtonen auf ber Obttfii^c etnet 
£ugel jum (^egenflanbe ^at; obQkid) man unter btefeht 9}a^ 
men frö|ier n)o^I nur bte Seigre von ber £uge( an unb fär ftd^ 
rerflanb^ ^kxmäf »erhält ftdf> uberl^au|?t bte ©p^drff jur 
^antmetrte, n^te tndkfonbere bte fogenannte f))l^ärtfc^e 
Srtgonometrte }ur ebenen« 

S)te Sdefultate^ ju welken frühere Unterfuc^ungen 
fp^Artfd^er Sonftructtonen geführt ^aben^ begreift fo jtem# 
liäf bte ff)|iärtf4^e Slrtgonometrte^ n^el^^e ber elementare Sl^eiT 
ber @))l^ärt{ überhaupt tfl , unb beren £enntnt@ l^ter alfo 
»orau«gefe|t »irb; benn nur tn ©injern^etten überfc^^rttt 
man bte btefem @fementarabfd()nttte ber ®pi)ätit burdb ^te 
Watur fetner 5lufgabe geflefften ©rdnjen* Sin etner ana^ 
Ipttf(^en Bpi)&xü aber fehlte ci btä^er ^&nßd). 0:6 tft 
^toat bte anafpttfdb^ ®))l^drtf aUerbtng^ em 2:i^etl ber anai^ 
(pttfc(^ett ©tereometrte überl^aupt, unb eä lönnten bemgemA^ 
fpIfArtfcde Sonftructtonen fretttd^ (^^^ analpttf4^ üa &ts 
braudS^e breter (Eporbtnaten x, y^ z unterfudbt »erben , mit 
man burd^^ fte bte Sage etned ^unfteä auf ber OberfTäcbe 
ber Äugel bejltmmen fann; wn btefen brei (Soorbinaten 
n)urbe bann aber jebe ftcb aU ab^ättgtg wn bm betben 
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ütrtgctt batrjleffen, mil, mnn ber Wtittttpunlt ber Äuget 
jum 5lnfattäd^nfte ^genommen unb t^r SKabmö = l gefegt 
roixbf im ^aUc tec^t»tn!eKger ^axaUet^ooxbinaUn aütmal 
x2+y* + z^c=l »äre* TOtttcli btefet OJIctc^urtg Keße ftc^ 
bann au^ etner gegebenen anbttcn ®kiÖ)un^ jn)tf(f»en ben 
brei (^oorbmaten jebedmal eme betfel6en eftmmtren. ^an 
wirb aber baS fo eben berührte SBerfa^ren, tt)e(d()e^ bte 
analpttf4)e ©eometrie überl^aupt angibt, mU ni^t im 
Örnfle afö eine 9J?et^obe ber anal|)tif(^en (Sp^&xit geltenb 
machen »offen* Ungleidf» mfaä)cx erreid^t fte il^re $mde 
im ©ebraud^e fp^örifc^^er, (Soorbinatem Sie in ber 
Planimetrie rei(f>en bann au(f> in ber (Bp^äxit jwei Goor^? 
bittaten jur tJöffigen S3ejlimmung ber ßage eineö ^unfteö 
l^in, unb biefer ©runbriß ijl gerabe baju beflimmt, bie 
Bpl)äxil in 2ln»enbung ber ÜÄetl^obe fpl;ärifd^er ßoorbina^ 
ten auöjubilben, um auc^ in biefer ^^inficf^t bie grofle Slna«? 
logie jtüifd[)en ber ©p^ärif unb ber Planimetrie weiter 
fortzuführen* 

2)ie ©eograpl^ie unb Sljlronomie bebienen ftd^ ber 
fjjj^arifd^en ßoorbinaten fd^on tängfl unter ben 5]amen 
Sl^imut^ unb ^6f)t, fiänge unb breite, Slecta^ 
fcenfion unb ^tcUnation , alfo immer unter ber 
S5efd^ränfung auf tin rec^twinfetigeö Goorbinaten^fSpftem ; 
audf) bie ana(pttfd()e ©eomctrie fe(bjl l^at il^ren ©ebraud^ 
fd()on oft nidf^t vtt\d)m&^tU Slber aixd) abgefel^en wn ber 
berührten S5efd[>ränfung auf red[>tn)tnfelige (^ooxtinc^ 
ten ifl ber ©ebrauc^ berfefben noc^ feineöwegg ju reeffen 
3»ecPen ber anafptifd^en <Bpf)&xil frül^cr gel^örig auögebi(/ 
Ut »orben, unb ©puren ber ?ln»enbung zimi fd^tefwtnf efigen 
f}>l^ärifd5en 6oorbinaten^©pjlemd möchten »offenbö fc^wertit^ 
ani früherer ^cit gefunben »erben* Slußerbem ^at bie an^ 
gefleffte Unterfuc^uitg gezeigt, baß in ben meiflen ^-ftffen 
ber ®ebraud|> jener ßoorbinaten unbequem ijl unb baß man 



U genannten 5ljcen^6ccri)tnaten ju bebtenem ^n^ htt 
&eitaudf ber (^^ntvaUQQoxhinattn ^at fic|> mmelen 
Säffen bequem erliefen* 

. 2)te SBerfcIgung btefer Sunbömentölbetrac^tungen ^at 
ben 25etfaffer jttm S5eft|e|^ »ol^Igeetgneter .2)?etl^oben gefSI[^rt, 
unb bte mtUtki ©^wterigfetten, wel^e früher mtt ber Un^^ 
tcrfud()ung f})l^ättf(f>er (Eonflructtcnen »erfnüpft njaren, fmb 
baburc^ befettigt »orben, fo baß biefeften tn ^ufunft ntittelfl 
beö ©cfcraud^eö ^pf)äxiid^tx ßoorbmaten fajl mtt berfelbcn 
£et(^tcgfett bel^anbelt werben fdnnen, aU »äten fte planU 
metrtfd^* 3ene SWetl^oben ^afcen ftc^ anö) fd(>on hd ber 5lufif 
finbung mel^rerer netie^n unb affgemetne|n iJl^eoreme im&fjxt, 
unb etn 3eber, wefd^er ftd^ wn bem l^ter bargefcotenen 
©runbrtffe ober Cettfaben wiff emfül^ren laffen, wirb fe^r 
balb bai Sergnitgen neuer unb eigener 6'ntbecfungen I^a6en ; 
imn unenbKc^ tfl baS ©ebtet ber ©p^ärtf unb unenbKdf» bte 
^araffefe, welche fie ber ^lantmetrte gegenüber(!efft> 

2)te (Bp^&xif würbe nur etn geringes 3nterejfe für 
ftdb ^aben^ wenn bte mebr' gebadete 5lnaIogte jwtfc^en tl^r 
unb ber ^lantmetrte ftd) ju fel^r gletd(> UkU, unb ftc^ 
nidE^t auf bte manntgfalttgjlen 2Betfen änberte* 2)tefe 9len:: 
berungen ber Slnalogte fmb oft fo groß, ba^aUt 5lel^n^ 
Kc^feit aufjul^ören ii!^mu 2)aju fommt nod^ ber Dletj^ 
weld[)er burdb bte größere 23erwtdfe(ung unb baö ©elmgen 
ber Sntl^üttung unb grücEKd^en ^lufTöfung l^er»orgebrad;t 
wtrb, unb »or Slttem ber 9let^ ber 5]eul^ett ber ©egenilönbe, 
»efc^e ber analj^ttfd^en (Bpf)&xif jur Sel^anbtung jufaffen. 

2)er SJerfaffer wtrb feinen Bwerf aU erreicht anfeilen, 
wenn er bie Slufmerffamfeit auf einen ^weig ber ©eome«? 
trie gefenft l^at, mlö)tx fo »lele 5luöbcute t)erf))rid(>t, unb 
jur ©rünbung einer analptifc^en <Bpf)&xit beitrug, frei wn 
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bet ümUfffafttn Wemung; in btefem ©tunbtfffe fogIet(| 
jlberaQ ben rtä)ten SBeg gefunben ju l^aben^ 

S)ö btefe ©clirifit auf fcl(f>e ßcfer bm^nct i^, welche 
baö plotifmetrtfc^e Goorbtnaten^SÖefen ft|>Ott f ennen, fo f onnte 
eine jtcmKc(^e Äötjc bct: Sarfleffuttg emtreten^ unb cd fdf^ten 
alfo^ ^ S5v «ttttötl^tg, auf bm UnUt^(f)ki> ber j)ofttt»en unb 
mQatmn Goorbmaten befonbetg emjuge^en* ®enn wn 
bcr Entfernung jweter fünfte von emönbct: bte Siebe tft 
fo laffen ftc^ auf ber ÄugetflÄ^e tl^re fürjejle unb größte 
Entfernung unterf^^etben* ferner gehört ju jebem fünfte 
ein ©egenpunft, »elc^^er um 180^ wn if)ni entfernt 
tfl unb etner jwetten fi)mmetrtfd()en Gonflructton angel^ört* 
S)er (ixnfaä)f)tit wegen tjl fajl überall von ben ©egenpunf^ 
ten abgefel^ett; unb bte Stguren fmb aixd) fajl immer ol^ne 
SlüdCftc^t auf fte gejetc^net »orben^ SKenn alfo etwa gefagt 
»trb; baß ftc^ jwet ober and) bret ^auptfretfe m einem 
fünfte fc^^netben, fo wirb man ftc^ let^t gewönnen, noc^ 
immer einen jweften ^unft, aU ©egenpunft beö »ortgen^ 
JU benfen, »ortn ft(^ btefelben J^auj)tfretfe ebenfaffö fc^net^ 
Un. ^auptfretfe fmb l^äuftg f))i^ärtfc^^gerabe Cmien genannt 
»orben* 2lm ©cf^luffe beS 5EBerfc&enö tfl bte jüngfl »om 
^errn «Profeffor «piürfer mttgetl;etlte Sbee etneö neuen 
Eoorbtnaten^Spflemö für bte ^lantmetrte aucfc auf bte 
Spf)ivit auggebel^nt »orben^ unb e« flnb SJetfptele \)orgelegt, 
woran man fowo^l bte 5Wdngel, aU an^ bteSBorjüge bte^ 
fer neuen Goorbinaten^SWetl^obe wirb ]^tnlÄngltc|> abnel^men 
Wnnen, unb bte alfo ju einem wol^lbegrünbeten Urtl^eile 
barüber fül^ren* 

(Sim, im 9»onat 5lugufl 1830* 

S)er 25erfaffer^ 
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m (Fig. 1) bit ßage me6 ^unfteö M auf ber OterfId(^e einet 
^gel buv(^ Sootbtnaten ju kflimmen, bienen jundc^fl jmt dua^ 
btanten »on ^auptfreifen VX = 90 ° unb VY= 90 ^ ate 6 o o t b t n a« 
ten^Äxen, weld^eftc^ im fünfte V,bemSlnfan36punftebet6DW:s 
bitiüte^ unter emem toiBi&riic^en äBtntel XVY=y fc^neib^. S)iefet 
SBinfel mag ber Slxentrinfel genönnt »etben; bet ^mtt X 
^eiße bet earh.inalputtft bet etften Site VX unb eten fo Ybet 
ßatbinalpttuft bet jweiten.Slxe VY» 

£)et 99ügen XY eineö ^auptfteife^, n^obutd^ bit Mbtn (^n 
bvaaipmtu ^etbunben n^erben, mag bie @atbinale bed .Goptbino^ 
ten^©9jlemö genannt tcttbm. 

Um nun ben ^unft M auf bie kiben SIten ju Iteiiel^en, mr^ 
btn nac^ il^m l^in t^on ben 6atbinalpun!ten X unb Y au^ bit 
Sogen XMQ unb YMP gejogen, »opon bie STten in Q unb P 
gefc^nitten »etben. <5^ ijl bann y = VQ bit ©leid^ung an bie 
fpWrif^'Ä^öbe XMQ, unb eten fo ifJ x = VP bit ®Ieic^ung an 
bit bm^ ben ßatbinalpunft Y gel^nbe ßinie YMP; bet S>ux^ 
fd^nitt^punft biefet Uibtn Sinien ifl M unb e^ l^eif en 

VP = X unb VQ = y 
bie Slten^SoDtbinaten be^ ^unfte^ M, »eilffe toiitU^ Z^tilt 
bet Slten ^«b. Butc^ ite iflt bit ßage t^on M offenfcot immet it^ 
fHmmt; wenn iid^ bie ßinien XMQ unb YMP wirflid^ fc^neiben, 
ba^ f}ti^t, mm ba ^mtt M nic^t in bet 6atbina(e XY entlS^al« 
ttn ift, ßiegt ein ^nvtt m in il^t^ fo fann feine ßage offentat 
nid^t mitttlit btt ^ten-Soorbinoten t^flimmt tvetben; ein @Ieid^ö 
gilt, mm m in bet SSetlängerung r>on X Y liegt @ine btt ^leic^un:: 
gen X = 90** unb y = 90** ifl bie ©Icld^ung an bie (Satbinale» 

SBenn eine ®leic|>ung 9 ih y) = o jtoifd^en xunb.ygegetoi 

ift, unb ba^ a3etf)iSltniß -^-^ ftd^ für x = 90** obet and^ f&i 

A 

y = 90''aufba^®t(5nim]^dltntß j jufammenjieH fo ifc t»W^ 

1 . 
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xetJ^l bie ßage beö ^nnfte^ m in bet ßatbmale XY fcefKmmt 
2)ie ©Icid^ungen an bie teibcn Slren VX unb VY jlnb x = o 
unb y==o, unb beibe ©leic^ungen »etemigt gefcen bie SIrensßoorbis: 
naten beö spunfteö V an. 2)ie ßarbinale XY ifl übtigend aud^ 
npd^ baö 9Waß beö ^tenwinfete v, unb eten beßwegen nrirb burd^ 

ba^ fcefannte Setl^dltnifl A = -: — — - bie Sage beö ^unfte^ m 

ber ßatbinale r&lfig fceflimmt 

?tt6 jtreiteö 9Äittel bet ßagenteftintmung Bieten ftc^ bie ^U 
fciffen ber einen ober anbeten 5(xe unb bie iuge(;ötigen Slppli^ 
caten^et^dltniffe bat. 3(1 ndmlid^ VP = x bie 30>fcifie be^ 

sin PlVC 

^unfteö M auf bev etjlen 5(xe, fo ifl ba6 58etl;öltni|i : <]py = -: — ^m 

bai il^t juge]^ßtige"2(ppncatenpetWltniß, ^an^ ekn fo ift bie Sage 
bed ^unfte^ M auc^ fceftihimt butc^ bie SIbfcifle VQ = y auf 
bet jmeiten 2(re unb ba^ il^t jugel^otige SlppIicateni>etl>Ältni|i 

_ sin QM 
^* "" sin XM* 

2)ie ©tücf e PM ==y' unb QM = x" f ann man bie ben STtfcifien 
VP unb VQ jugef^otigen 5(pplicaten nennen ; atet il^t ©ettauc^ ift 
iintequettt; wenn bet ?lrentt)infel v ein fd^iefet ifl. 

2)et 2Binfer VYP = X r^eif e bie erfte mb bet SBinfel 
VXQ = Y l>e{ße bie jttjeite 5lmplitube beö ^mttt^ M; auc^ 
<te fcejeic^nen bce ßage beö ^unfteö M, 

£)ie mntA XPY = p unb YQX = q 1)zl^m bk STppIt^ 
catenwinf el; fie ftnb oon oetdnbetlic^et ®töße, wenn bet Slxen« 
toinfel V ein fc^iefet ifl; enblid^ l;eiße bet SBinfel XMY bet ®e gern 
»in fei beö SlxenwinfeB füt ben ^unft M, 

5lBenn bet Slren winf el v = 90 ° ift fo tjf offenBat : YP = XQ = 90 ^ 
fernet ift bann auc^: p = q =90**; weitet ift nun: X = x unb Y=y; 
ttnb enblid^ ^ot man nun <m^ nod^:9)y = tng / unbyx^tngx'» 

S)ie ootl^itt genannten ©tSßen (lej^en im Swf««tmenl^attge mit 
einanbet, unb bead^tet man, ba^ im 3)teiedfe VXY bk Reiben SÖJin« 
fei VYX unb VXY, untet welchen bie ?lxen oon bet gatbinale 
jefd^nitten wetben, ted^te (tnb, fo finbet man leicht bie folgenben 
gotmeln : 

cot p BS cot T « COS X unb cot q == cot y , cos y« 
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•r*x sin ▼ . ___ sin v 

sin YP = 1 , sin XQ = t-^' 

sin p sm q 

Uttb 
cos YP Ä cos ▼ ♦ sin x; cos XQ =s cos t. sin y* 

Sie Uibm ^tnplituben be^ ^unfted M geben bte S^otmeln: 

sin X SS sin p « sin x, sin Y = sin q « sin y, 

cos p cos q 

cos X = — — i/ cos Y = ^' 

cos V cos y 

tng X = sin V ♦ tng x ; tng Y = sin v ♦ tng y, 

^ . sin XP sin PM sin VQ .^ ^ ^ \ ^ . 

^ ^^«^^ sI^WsVyM^ si^ '^' ^' ^'^ ^'" 'ff'"^'' 

ba^ 9(pplkaten9etl^(I(tnt^: 

yy =a tng y » cos X, 

öttb eiben fo g>x = tng x . cos j, 

worauf nod^ folgt: 9^ « ^y =: sin x . sin y. SBill man bit ^pplu 
caten x' unb y' feltjl butd^ bie ^(xensßoorbtnaten an^brüdfen, fo 
l^at man: 

/cot X . \ 

cot X Ä I -f-cos V , sin y J : /'(i— cos v* , sin y*), 

(cot y \ 
^+cos V , sin X 1 : i/'Ci — cos v*. sin x*\ 
cos X J ^ 

SBenn bet 5B[xenttJinfel v « 90'' i(l, fo l^at man ik ein* 
fad^eten gormein: 

tng y' = tng y . cos x unb tng x' = tng x, cos y, 

»eld^e fpdtet fel^t oft jur 2(nwenbuna fommen. Unter biefer fpe? 
ciellen Slnnaf^n^e v = 90° l^at man aud^ nod^: 

sin x' = sin X « cos y' unb sin y' ä sin y , cos x'» 

Sufa^. SBirb für v = 90^ gefegt VP = x unb PM = z, 
ferner VQ = t unb QM = a, fo i^at man alfo, »enn tint 
©leid^una jtoifd^en x unb z gegeben tft ju fubjlitmren: 

tng a 

tng X = --^—t unb sin z = sin t. cos n, toenn man }jX 

cos i> 

einer ©leid^ung jnjifc^en t wxi u üBergel^en »itt. £)iefe 
9lu6brucfe laffen ^c^ aud^ umformen in: 

tng n' . . sin t* 

8inx*=— — ^-— - unb tne z*ä t 

tng u '+C0S t * ^ tng u *-|-cos t ■ 

iveld^e gormein n^egen ber Uebereinffimmung tl^rer 9lennet 
Ijx bemerfen ftnb* 

Stt ben i^origen Soorbtnaten etned ^^ttt^ M in Fig. i 
fommenno(l^feineSentraU6oorbinaten.@5fannnämIid^bte£age 
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t>ott M axxä) teflimmt »erben butcfe bie Entfernung VMasennbben 
2Binfel X\M=a ober ben 5BinfeI Y\M^ß^y-^a. 

S)iefe ßoorbinaten i^angen anf eine bemerfen^mertl^e SBeife »on 
ben Slrensßoorbinaten x unb y beö ^unfte^ M aK 

©irb ndmlid^ ber ßeif(lral;l VM mWnflert, Hd bitiiatbinaU 
XY bar>on in m gefc^nitten »irb, fo ijl: Xm=« mb Yms=^, 

@6 gelten nun aUr offenbar bie Wben fi)Igenben Proportionen: 

sin Xm Sin mM sin YQ ^ sin Ym sin mM sin XP 
sin XY iin VM * sin VQ '^ sin YX sin VM * sin VP 

ober, »eil VX = Vm = V Y=90 ** unb XY«v ifc bie einfacheren: 

t ng y ^ sin g ^^^ tng x _ sin ß ^ 
tng z sin y tng z sin v 

J^ieraud alber leitet man leidet bie folgenben Somteln l^er: 

tng z=/(tng x*+2 tng x . tng y , cos.v + tng y*), 

sin V , tnß y . ^ sin v , tng x 

»la «= a-jL sin ßsa 2 — r 

tng y tng z 

cos ^ J"g ^+cos y . tng y ^^^ tng yf co« v . tng x 

tng z tng z 

tng «^ "°^-*"8y tng ß= "° ^ • *°g ^ 

^ tng x+cos v^tng y ° tng y+cos v.tngx 

SWan (le^t l^ierau^ fiterl^aupt, ba^ bit (Stilen tng x, tng j, tng z 
fl(5 xbnflruiren lafien aU ©eiten eine^ eigenen ©reiecfö, »enn 
man ju ©egen»infeln biefer Seiten in einem fold^en 3)reiecfe 
nimmt ber JRei^e nac^ bie SBinfel Ä « unb 180*"— v, »ef^alb 
benn alle ba^ ebene S)reiedf betrefpenben gormein l^ier eine ?ln»en^ 
bung finben. 

3ufa^! Si^f)t man im Sieredfe VPMQ nod^ bie j»eite SMa^ 

gonale PQ; »ooon bie erfle in R gefd^nitten »erben . mag^ 

fo flnbet man balb: 

,rT> *i . *Tm* c. **n QR cos VQ cos y 

tng VR= »^tng VM unb t— ^s= r^ i- 

° ° sin PR cos VP cosx 

@e^t man ben Siabin^ ber) Äugel « %, fo oer»anbelt (id^ 

tngVR. VR sin QR , QR . ^ ^ 

tngVM VM sin PR PR ' ^ 

cos X in i ; bal^er ifl mm : PR=QR mb VRa=MR, unb 
e6 ifl atfo nun ba^ SSierecf VPMQ ein ^arallelogramnu 

^n HSlid auf bie i^origen Formeln ful^rt f/x ber fBemerfong, 
bafi beim ©ebraud^e ber ^Iren^Soorbtnaten biefelben fajl burc^^ 
gel^enb« mittelft ber trigonometrifcf^en SEangenteui feiten mittelfl ber 
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&im$ ftnb Sofinud in dlec^mmd (ornnten mxhtn. J^iertn (Att 
U^^ fd^n ein namhafter SSotjua ber 9{ren^@oorbtttaten i^ot allen 
tthttgen ßoorbinaten, »elc^e bet ©pl^Äif ju ®ebote ftel^* • 2)al^et 
tl^ut man auc^ mol^l,. im Qkbtauc^e ber ^xen^^Sootbinoten nic^t 
fowDl^I fttt lle felb(l, ald melme^r fut i^te tr^nomettiftd^ San^ 
fienten bte 3^^ }fi tü&t)\tn. fTOan fann bemgemd^ einen ^mH 
M btttd^ (a, b) bejeic^nen, »enn feine ^ren^oorbinaten finb x unb 
y^ unb a=tng 1, b»tDg y gefegt »itfb* 2)ie SlrensSootbinaten ftnb 
bann umgefel^rt: arc (ing=a) unb arc (tng=b). !Bet 95ecta(l^s 
tung biefet 99ejei(l^mtng6art werben bie aufjuftelfenben Sormeln 
viel gebrannter unb überftc^tlid^er, meil ba^ üi^erfTüfftge ^c^reiben 
ber Sorfplben tng^ tng i>ermieben »irb» Sn Slnirenbung biefer 
Sejefd^nung^art ftnb bte vorigen Formeln: 

b sin V . ^ a , sin V 

«m a = — ' sin ß =s # 

tng z tng z 

a+b cos Y ^ b+a cos y, 

cos a = — ; 1 cos ß = — 2 •' ' 

tng z tng z 

b sin T a sin v 
tilg o = — — , tng ß = — j 

° a+b cos V b-+a cos v 

unb tng z = v^(a*-f2ab cos v+b*), 

ober = v^ri+aM-'b*+2ab cos v). 

cos z ^ • ' 

£)ie ®r6fie be^ ©egenwinfete XMY=M bed Slremoinf efe für 
ben ^unft M f^dngt ebenfalte oon feinen ^xen-ISoorbinaten ah, unb 
i6 itl im 2)reiecte XMY offenbar: 

cos M =— cosMXY , cos MYX+sin MXY , sin MYX . cos XY, 

i^ber in ^nmenbung ber beiben ^mplituben be6 ^untted M: 

cos M == — sin X « sin Y+cos X ♦ cos Y . cos y, 
ober auc^ cos M = cos X » cos Y (cos V — tng X « tng Y)* 
Da aber tng X =* sin v . a unb tng Y = sin V • b nc^ 

§• 5 ift, fo f)at man enblid^: 

cos T — a.b. sin v* 
cos M = ■ ■ ■ ' ■ » 

Ai+a*sin vO-/ti+b* sin v*) 

unb l^ieraud ftnbet man weiter: » 

sin v.^^(i4-a*+b*+2ab cos v) 



sin M =s 



/(i+a» sin V*) . /(i+b* sin v*J 

S)tefe gormein jtnb bef»egen für un^ »id^tig, »eil wir barau5 

fpdter iae 2)ifferenjial ber gldc^e in oKgemeinfter SBeife ^ttUitm- 

©Ott ber SBinfel M ein re^er fepn, fo i;at man für bie Aliens 

Soorbinaten bed ^un(ted M ober (a, b) bie S^ebingung^gleic^ung : 



_ cos V 

a»b « — : j 



sin V* 
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mld)tf tt)ie fpötet flejeigt toxxb, bk ©leic^tmg an einen auf bit 
S(f9mptoten tejogenen fpr;drifc^en Äegelfc^nitt, aU bm geometrifc^n 
Ort bt^ ^unftcö M, {(l* 

§ 6. 
Um m^ bm ?rrens6ootbinaten jweier fünfte M unb M' ij^ten 
fpl^dtifc^en 9l6(lanb MM' = d r>i>n einanber ju finben, fepen arc 
(tng = a') unb arc (tng=b')bie %en«6oorbinaten be6 ^piinfte^ M', 
nac^ mld)mi l^in »it noc^ ben Sogen VM' = z' jie^en, ber mit 
bet ?lre VX ben ©infel a einfc^Iießen ma^ Q€ ifl bann tm 
(fp^rifcften) 2)teiedfe MVM' 

cos d Ä cos ^ . cos z'+sin z , sin z\ cos («' — a), obet 
eos d = cos z , cos z' [i+tng z . tng z' * cos (« — «)], 

^ .^ ^ . b sitt V . b'sin v a+b cost 

9hm iff apet Sin « = -T ^, sina=-- -7-|COSa=5 — , 

' tng z tng ^ tng z 

« -f b' cos V 

cos « SP — 4 T^f unbolfo: 

tng z 

. aa'+»'»b' cos v4-ba' cos v-f bb' 

cos (fit — a) = ; • • 

tng z , tng z 

t)a^tt l^at man benn bie folgenbe affgemeine g^ormel : 

l-+-aa'4-bb'4-ab' cos v-j-ba' cos v 
l^(l+a^+b"+2 ab cos v) , i^Cl+a'-+b'"+2 a' b' cps v) 

9in6 if)v flnbet man burc^ Umformung noc^ bit teiben folgenben: 

sin d = 
,/ Ca'— a)^+2(a'— a)(b'--b) cosv+(b'-b)^+(aV-^baO\sin v\ 

^ Ci-i'a*+b^+2 ab cos v) , (i+a'^-l-b'*+2a' b' cos v) 

tng d = 
/[(a'—a) *+2 (a'— a)Cb'—b) cos v+(b'— b) »4.(ab'— ba') \ sin v^ 



•M«iB 



i-^-aa'-^bb'+ab' cos v^-ba' cos v 

Diefelten ijotmeln ftnb, wenn a, b mb d aU conflant, f^m 
gegen a' unb h' ate o^önberltc^ angefei^en wetben, bie attgemeinflei^ 
®Ietc^ungen an einen Äreiö auf ber Äugel. 

Sie jie^en fic^, wenn ber 9lren»infel v m redetet ift j^ 
fammen auf: 

_ ^ i>faa"4-bb' 

eQ$ d -• Y(4+a^+b*).i/^(l+a'*+b'0' 
, / Ca-^ a) -+(aV^baO -+(b-^b) \ 

' tn^ d _ V-[(a--~a)-+(ab-^baO-+(b--^b)^ 
^ l+aa'+bb' 

3ttfö$* ®oJD[ ein Sogen d «= 90° feijn, fo ^at man unter be« 
?(xen^6oorbinaten feiner @nbpunf te bk Sebingung^gleic^ung ; 

i«|-aa'4~bb'r^cib' cos v-^bsji' cos v ^ o. 



©e^t taan l^ierin tng x für a' unb tng y für b; fo l^at 
man bte folgenbe @Iet(^ung an einen Jgxuiptftet^: 

l^,(a-|-b cos v) » tng x+(b-4-a cos v) , tng y == o,* 

Sie Slrensgoorbinaten feinet SMittelpunfteö jinb arc (tng= a) 

unb arc (tng=b), 

SBegen ber großen Uekteinflimmnng bet $otm biefet 
©leic^ung mit bet ©bic^ng an hk gerabe ßinie in einer 
Qbtnt nennen »ir einen i^auptfrei^ ober aud^ einen SSogen 
beffelben nid^t feiten ^ier eine fpl^drifd^-gerabe ßinie, ober xtt>l)l 
fielbfl fc^lec^ttjeg eine ®erab^, »eil barauö in ber &pf)äxit 
feine S^eibeutigfeit entfielet, bd l^ier nie eine abfolut-gerabe 
Sinie Dorfomtnen Unxu 

^ir gelangen ju ber ©leic^nng an bie @erabe auc^ nod^ anf 
<ittbere 2(rt, unb tetrac^en jnnöc^jl eine burc^ ben 3lnfangöpunft 
gel^enbe Einie VMm, Sinb arc (tng == x) unb arc (tng = y)bie 
Slrensßoorbinaten tixic^ ^nnttzt> M biefer ©eraben, unb i\t ber SCBins 
fcl MVP = a, MVQ = ß, alfo «+/J = V, fo ifl md) §. 4: 

y . sin V = tng VM » sin a unb x . sin v = tng VM * sin ß. 

Da^er til bk ®kiä)mQ an bie @erabe YMm: 

sin a 

'' sin ß 

@ie l^at bie gorm: y = A • x, »enn A = -^ — " gefefet »irb, unb 

SIU /J "^ 

man finbet rücftt>drtö: 

A sin V sin v 

tnc a = • : r toa ß = r 

* 1+Acosv ^ '^ A-f cos V 

A sin V sin v 

•'** "* *= V^(i+2AcosT+A0 ' "" '^ "^Ai+2Acosv+-A'y 

©enn afer in Fig. 2 bie teiben 5lren t»on ber ®eraben AMB 
In A unb B gefc^nitten n^erben, fo l^al^en n^ir offent^ar bie Uibm 
Proportionen: 

sin XA _ sin AM sin VQ sin YB _ sJn BM sin VP 
sin XV "" sin BM * sin BQ sin YV "~ sin AM "sin AP' 

©f ^n wir barin VA = A unb VB = ß, unb ba^ »erJ^dltnifl : 

sin AM m 
sin BM "" n' 

fo f^Qibtn koir bie Uibtn folgenben ^uöbrüdfe: 

m sin (A — x) , n sin (B — y) 

— = -• ^^ S- ^^^ - - -■ A 

n sin X « cos B m sm j ^ cos A 
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mlt^t wir tretterl^tn noc^ anberd (enuf^n »erben, ie^f aUt 
utUnUn ju bet ©(etc^ung: 

sin (A — x) sin (B — y) 

cos A . sin X * cos B » sin y "" * 

iDurd^ @ntmtdP elung tv^ilt fte bte fo(genbe (emerfen^wett^e %orm : 

tng A "^ tng B ^ 

in »eCt^et f!e bie größte Slef^nlid^feit mit ber fcefannten ©leid^ung 
an bie gerabe Sinie in einer @6ene l^at 

gdfft man rom 5lnfang6punfte V ba^ Cotl^ VL auf AB, unb 
t(l ber SSinfel AVL = ;., BVL « i, fo i^at man BefanntKc^: 

Jtng A . cos y = tng r unb tng B . cos iL =s tng r, 

»enn ba^ &otf) VL == r gefegt mirb. 2)al^r gel^t bie oHge ©leic^ung 
an bie @erabe AB ukr in: 

tng X , cos y -)• tng y ^ cos X =a tng r» 

SBerben enblic^ bie Cotl^e Pg unb Qh auf VL gefdllt, fo ifl offen* 
lax nod^: 

tng Vg 4- tng Vh ä tng VL, 

&itUt man bie affgemeine ©leid^ung an bie gerabe Cinie 
»or unter: 

ax + by + c = o, 
m >m . — c- _ — c*c tns A cos l 

fo ifl: tng A Ä «nb tng B = -— -, ntib ba 7-^ « , . 

a ° h tng B cos y 

fo ifl aiK^: 

cos A _^ I> 

cos p^ a 

35a^er ifl bie Sflic^tung be^ Cot^e6 VL unat^dngig ron ber (5on* 
(laute c ber Oleic^ung» 

SSnan jie^t l[)ierau^ nod^: 

b — n cos V a — b cos t 

tng y = : unb tng X = — = — : • 

a sin V ^ h sin v 

2Birb ber SBinfel VAB mit « unb ber aSinfel VBA mit ß hu 
jeic^net, fo ijl: 

sin v,v^ (a* + c*) ^ ^ sin v,/ fa* + c*) 

tng a = r ^^ ^; tng ß = r- ' 

b — a cos V ' " I- g — jj ^^g ^ 

JDie Weigung ber ®eraben AB gegen bit kiben ?(ren l^dngt alfo 
in ber ®pl;drif aud^ »on ber Sonjlante c ber ©leid^ung ab ; ni<^t 
fo oerl^dlt e6 fic^ in ber Planimetrie, 

3ur SSeflimmung ber fidnge r be6 Cot^e« YL l^at man bie 
Formel: 
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— c.sin V 
"^ ^ ^ (a*— 2ab cos v + b^' 

mit bte ^tetd^uns an ^tefe6 Sotl^ ifl ofm^or: 

b^a cos V 
■' a — b cos ▼ 

%\t ^rettsSoorbindten be^ Dutc^fd^mttöpunfte^ L finb femet ibc^ 
^mt butd^ bte ^ovmeln: 

__^ — c (a — b cos v) ^ ■*" ^ (^ — ^ ^^* ^) 

""a* — 2ab cos v + b* ^ a*— 2ab cos v + b* 

€inb arc (tng = p) unb arc (tng=q) bic ?lren5^0Dtbittaten für 
ba6 SentYum eine^ i^aup^th'etfe^, fo ifl bte ©(etd^img an benfelben : 

1 + (P + q cos v) . X + (q+P cos v) , y == o; 

unb foll fie mit ber ©leid^ung ax + by + c = o an bie ®e^ 
tabe AB iufammenfaUen, fo t|l ofenkr: 

p -f q cos y SS - unb q + p cos V s - ^ 

c c 

iDOtaud man rüchodttö jiel^t: 

a — b cos V ^ b — a cos t 

P == : jr imb q » : 3- • 

c.sin V* ^ c . sm V* 

CT b^^a ''COS V 

e« tjl alfo aud^ : - =* — r ; bie ©IdAuna an \i<xi ßotl^ 

p a — b cos V ^ ^ 

VL ijl alfo and^: j « i . x; b^ 1^^ \i(x^ ßotf> VL ge^t butd^ 
baö fpl^dtifc^e Senttum bet Sinie AB, n)ie ol^ne^in begannt t(l* 

ÜBenn eine ^rt(äii. burd^ jwei gegebene ?Pnnfte» M ober 
(t,. u) unb M' ober (f, u^) gef^en foff, fo flnbet man, wie in ber 
Planimetrie, ate ©leic^nng an Vit ßinie MM' bie folgenbe : 
(u' — u) . X ^ (f — t) . y =5 u't — ut', 

98ir mad^en l^ieroon eine ^nwenbung )ur (Ermittelung ber ©leic^ung 
an eine ®erabe MM', melc^ auf jwei gegebenen anberen ©etabeu 
5ugleic^ fenfred^t fielet ©6 feipen 

ax + by •4' c « o unb a'x -f- b'y -f. c' =s o 

bie ®leid^ungett ^^ biefe beiben Oeraben; ferner fei? M \i^i> Sen^ 

trum ber erflen unb M' \i(xt Zentrum ber jmeiten ; benn \k Cinie 

MM' fielet offenbar auf \itxi beiben gegebenen ßinien jugleic^ fenfc 
tec^fc ßö ifl aber 

. a — b cos V . a' — V cos ▼ 

c Sin V* c' sin v* 



unb 
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b — a cos V , h' — a' cos v 

c Sin V c sin v 

SSetben biefe 2Bert(;e Ibenu^t, fo tt\)Sii man jur (Dletd^uns <xa bte 
ßinie MM' bfc folgenbe: 

Ax + By 4- C =: o, 
ttnb e^ t(l : A as (ca' — ac'} cos V 4- bc'— cb', 
B = (bc'— cb') cos V + (ca'— ac')^ 
C = ab'— ba'. 
^mb arc (Ing = p) unb arc (tng « q) bie ^xtm^ottixmttvi 

ffir baö ßentrum ber ßinie MM', fo ifl: 

A— B cos V ' B — A cos v 

* C sin V L sin v* 

c bc' — cb' , ca' — ac' 

?lufletbem i(l: ap + bq + c = o unb a'p 4. b'q -f c' s= o ; 

b* \).f biefe^ fp]^(5rtfd)e (Zentrum ber ßinie MM' ijl jugleic^ ber 
SJurd^fc^nitWpunft ber beiben gegebenen ßinien» 

%. 11. 

(5^ ijl aud^ leidet, ben SBinf el V ju feefKmmen, unter welchem 
(tc^ bie kiben gegeknen ßinien fc^neiben, beren ©(etd^ungen, wie 
»orl^in, fepn mögen: 

ax 4" ^^y + c = o unb a'x ^ ^'y 4- c' = o . 
Diefer SBinfel V ijl ndmlid^ entweber bem 95ogen MM' in §. io 
gleich, ober er ergdu^t il^n ju 180 *i ßegen wir bie le^te Slnnal^me 
ium ©runbe, fo ifl nac^ §,'6: 

cos V =5 — cos MM' == 

i 4- tt' -j- uu' 4- ^^' cos V 4" ^t' cos V 

"^ /'(i + t*4-a*4-2tucosv)./(i 4-1'^ 4. u'* 4. 2l'u'cosv)' 

unb werben f^ierin bie 2Berrt)e i?on t, u, t', u' axx^ §, lo fubfli» 
(uirt, fo ert;dlt man nad) einigen 9lebucrtonen: 

. . X« , . . . a*4*'>*+ c*sln V* — 2abcosv 

1 4. t* 4- u* 4- 2ta cos V == —-L ^ . ^ , 

c* sin V* 

. .,. , ,. , ., , a'4-b'^+c'-sinv*— 2a'b'cosv 

1 4- r^ 4- u'* + 2L'u' cos Y = — I^ ^ ,, . -= ^ 

c * sin Y* 

i 4" **«' + 'iq' 4" **^' cos V 4- ut' cos Y = 

aa' 4" ^b' 4^ cc' sin v * — ab' cos y — ba' cos v 

= • 7—: 1 : ' 

cc stn Y . . 

Salier l^at man bie folgenbe allgemeine gormel: 

— aa' — bb' — cc' sin v* 4- ab' cos v 4- ba' cos v 

cos V 5=— i 1 . 

/ (a*4-b*4-c"sin V»— 2ab cos v) V(a'^4-b'* 4- 

c'* sin V*— 2a' b' cos v) 
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Sluf dl^nlid^ 9itt, titt mtc^ hsrc^ tlmfbtinund btt VDVtgett ^onnel 
flobet man nod^: 

(ac'— caO' + CaV — ba')»+(bc' — cb')» — 
• V • i / 2 (ac^ — ca^ (bc' — cb^) cos v 

iin Y » sm T . 1^ ^^.^l^*^^agjjj^«_2abcos v)(a'*-f b'* + 

c'* sin V* — 2a'b' cos v) 

• ^ i/rCac' — caO'+Cab'— baO^+Cbc'— cb')*— 1 
•inv.p/ I 2 (ac' — ca') (bc' — cb') cos vi 

° — aa' — bb' — cc' sin v*-f" ab' cos v + ba' cos v 

93tel einfach mtitn biefe ^n^brädfe, mm btt ^xtn\»inUl ▼ ein 
udfyttt tjl ; ({e {teilen ftc^ nun n&ttdid) }ufammen auf : 

— aa' — bb' — cc' 

cos V -^(a«+b^+c*).i^(a'^+b'*+c'»)' 
• V ,/ (ac' — ca')^ + (ab' ^ ba')« + (bc' — cb')^ 
«in V« (/ ^^^ + b» 4- c*) (a'^ + b'» + c'O ' 
/[(ag' - ca')> + (ab' - ba')> + (bc' - cb')^ 
*"8V« _ aa' - bb' - cc' 

Sufafj. ©ollen jwet ®etabe auf einanber fenfred^t (leiten, fo f>at 
man jwtfc^n bm Sonflanten t^ter ©leid^ungen bte S3e$ 
bingung^gletd^ung : 

aa'+bb'+cc' sin v* = (ab'^^^ba'J cos v, 

pbtt, mm ber Slrenwinfel ein teertet i^, bie einfad^cte: 

aa'+bb'+cc' = o , 

§• 12. 

Itm ie^t in stb^tet ^Ugemetn^eit bte ^uf^ja^e oufjuldfen, butc^ 
einen gegebenen ^unft P ober (m, n) eine ®erabe ju jie^en, »elc^ 
Auf einer gegetenen anbeten ®eraben, bereu ©leic^ung 

ax+by-f casto 

fe^K mas, fenfred^t ftd^t fe9 a' x+b' y+c' =o bie gefud^te ©leid^ung . 
an ba^ ^erpenbifet 3u ii&ter aSeflimmung ^«ten »ir bie kiben 
®Iei(6ungen : 

a' m+b' n+c' = o , 
aa'+bb'-^^cc' sin v* — ab' cos v — ba' cos v=:5o; 

n^^rau^ man jiel^t: 

a' nc sin v* — b + a cos v 

^■^ CSS «[>i— ^— ^■^— — — — — «y» I r I — ^»— ^^p^— ^»Mi^— -^1^— y 

c' m (b — a cos v) — n(a — b cos v) 
b' ar— b cos V — mc * sin v*' 

c' m (b — a cos v) — n (a — b cos v) 

ß« ift bemnad^ bk gefudjte ©leic^ung an ba^ bnx^ btn ^unft 
P ge^enbe ^Perpenbifel: 

(uc sin Y*^-^b4-a cos v) .x-^(mc sin v*— a +b cos v) , y -f- 

m (b — a cos v)— n(af — b cos v) «» o. 
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@ie Ufit f{(^ awlfy unter bie folgenbe ^onn 6Hnden : 

b — a cos V — nc sin v* 
y— n = — r : .♦(x— iii>- 

■'' a — b cos V-!— mc sm v* 

. gfir T =5 90"* ^at man bk einfad^eren &Ui^ms!tn: 

(nc— b) . X — (mc — a) * y+mb-^na =« o 

mc — a 

S. 13. 

Um nun and) nod^ ben 2)urc^fcl^nitt6punft F objet (m', n') 
bed ^etpenbif ete unb feine l&Jnge PP' = r ju ibeffimmen, feßen wir 
jut ^btntinng: 

A = — am — bn — c, 

p s= b— »a cos V — nc sin v* - 

q = a — b cos v — mc sin v*. 

@< i(l bann m' = m^ ß— unb n' = n+ — ^, 

aq-J-iip aq-J-j>p 

unb alfo ttod^ §• 6: 

l/r(m'— m)*+ 2(m'— m) (a'— n)cosv4.(n'— n)^+1 

yi ^ (mn'— nm')* sin v»J 

tng ra= — — * ' . ■ ' — . 

1 -{-mm'-f-nn'-f-mn' cos v-f-nm' cos v 

A , •'(p^4-2 pq cos v4-q^4'(P"^ — qn)''sin v* ) 
Ä«C^ tng r = ^^^_^«^jj^^^2mncosv)Caq+bp)+A(mq+ 

np-^pm cos v-f-qncos v) 

^het biefet Slu^btucf geflattet nod^ viele JRebuctionen/ wenn 
barin fät p unb q bie SBert^e fu^jlttuirt toetben, unb nad^bem fie 
aUe t>oUfnivt ftnb, l^at man jum S^^^^* ^ 

A sin V .V^[(i+m'4"'^*+2mncos v) (a*— 2 ab cos v4'l>* + 

c*siri V*) — A* sin v*], 

unb ber 9?enner rebucirt ftc^ auf: 

(l+m*+n*+2mncosv)(a*— 2abcosv+b*+c*sinv*) — A^sinr"; 

ba^er f)at man benn: 

A . sin V 

t^CCi+m'^-f-n^-t^mn co"sv) (a*— 2 ab cos v + b*+* 

c*sin v"*) — A* sin v*] 

Dbetr enblid^: 

•„ ^ T (am+bn+c) . sin v 

/'(i+m *-f-n *4-2 mn cos v) V(a *— 2ab cos v+b *+c *sin V *) 

SBetben enblic^ in im Slu^brüdfen für m' unb n' etenfaUe 
ik 2Bert{>e t^on p unb q fufcjlitutrt, fo erl;ält man : 

, (am + ^" + c) (a— b cos v— mc sin y*) 

"* ~ a*— 2 ab cos v+b^— (ma+nb) . sin v'' 



tngr= 



n — 
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(am+bn-f-c) (b — a cos v — nc sin ▼*) 



a*— 2 ab cos v-|>b* — (ma+nb) . c , sin v* 

Sfl bet ?lien»ittW v ein ttd^tet, fo "fyat man Me fpedeffen 

±(am+bn+c) 

"" "" " /(i+m^+n*) . /Ca*+b»+c*y 

(am+bn+c) (a— mc) (am+bn+c) (b«-nc) 

■rn zrrin - ' 11110 n s=n-^ — — -• 

" a*+b*— (ma+nb) . c a*+b'~(ma+nb), c 

§♦ 14. 

©off bie butc^ ben ^unft P gel^enbe ®etabe auf bet gegek^ 
nett ntd^t fenftec^t Men, fonbetn |te in einem fünfte V untet 
einem »ifftttlid^en SBinfel q> tteffen, fo ^at man, mnn bU 2änQt 
Don PV burd^ q bejeic^net witb^ offenkt sid ^«sln 9= sin r^ 
mb alfo tiufmdttö: 

sin r 

sin g = -: • "^ 

sm q> 

S){efe6 fann itemi^t »erben, um mit ßeic^tigfeit eine anbete 
Slufgofce aufjulöfen, Q^ feijen jwei getabe ßinien gegeben, manfoff 
bie ®leid^ung an eine britte ®erabe ftnben, »eld^e ben SBinW bet 
Reiben et^m f)albitt. 

©ittb niimlicl& ax+by+c = o unb ax-f-Vy+c'^o bUUibtn 

gegebenen ©leid^ungen, unb ifl V i^t 2)utd!)f(^nitt^punft, fo gel^t 
bie gefud^te ©etabe offenbat auc^ burc^ i^n, unb i(l P ein j»eitet 
«Punft betfelben, fo l^at man, wenn bie J^dlfte be^ ju If^alHtenben 
ÜBinfetö mit 9 bejeic^net »itb, offenbar: 

sin V ax+I^y+c 



sia 



PV=: ± 



sinPV=± 



sin 9 /"(i +x "-f-y *-f 2 xy cos v) /(a *— 2 ab cos v 

+b»+c* sin V*) 

sin V a^x-f-Vy+c*^ 



sin9/(i+x*-f y»-|.2xycosv)V(a'*— 2 a'b'cosv 

+b'Hc'2 sin V) 

2Betben biefe ?luöbrücfe, »orin btt ^nnft P mit (x^ y) be« 
jeid^net »orben ift, ibentiftcir^ fo erl^dlt man: 

ax+by+c a'x+b'y-fc' 

^(a* — 2 ab cos v+b^+c* sin v*) /"(a'* — 2 a'b' cos v+ 

b'^+c'^sinY^j 

Sie SttJeibeutigfeit täf)tt offenbat ballet, ba^ bie ßinie PV 
eben fowol&I btn mm ate ben anbeten öon ben Uibm SBinfeln 
l^albiten fann, untet meldten ftd^ bie beiben gegebenen Sinien 
fc^neiben. 

<5ine wn tiefet ©leid^ng wenig oetfc^iebene atd>m etl^dft 
man, mnn bie gefuc^te ©etabe ben WiinUl, untet midiem f!c^ bit 
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gesebenen Simen fc^tteiben, nid^t ^alimn, fottbern fo tl^etlen foU, 
baff bie @tnud bet Zf^tiU ein gegebene^ 93etl^ä(tntp l^a^en. SRait 
ev^Alt bann n<SmItc^ bte ^leid^ung: 

m (ai-f by+c) n (a'x+b'y^-cQ 

•'(a»— 2ab CO» V+b^+c» sinv*)"" ^ •'(a'»4-2 a'b' cos t+' 

i)'* + c" sia ▼*) 

toenn baö SJerl^dltnip ber @tnu6 bet 2;(;et(e be^ SBtnfete butc^ ^ 
bejetd^net »irb, 

Snfa^. @inb, j- 35- in Flg. 5, bie ßinien VA tinb VB bte 
flegetenen, »efcbe fic^ unter btn SGBinfeln AVB unb A'VB 
fc^neiben, unb t^eilt bit ginie VC ben etjlen ©infel, unb 
YD feine WetenwinW fo, ba^ 

sin AVC sin ATD _ sin AVD_ m 
sin BVG"" sin BVD"" sin BVD^ 7^ 

fo (inb VC unb VD bie beiben gefud^ten ßinien, unb bte 
vitt ßinien VA, VB, VC, VD ^aben eine folc^e ßage, ba^ 
iebe fünfte oon i^nen l^armonifc^ getl^eilt »irb* 3(1 ACBD 
eine funjfte ßinie, unb »irb oon V an6 ba6 ßot^ Vt auf 
fie gefallt, fo ifl offenbat: 

sin AC . sin Vv sin VA * sin VC . sin AVC 



■«■, 



sin BC.sin Vv sin VB . sin VC. sin BVü 
, ^ . sin AC m sin VA ^ ^ • • . 

©bet einfädlet -: — ^^77== — • -: — 7™ »^Änj eben fo j!nbet 

' ^ sin BG • n sin VB '' * 

man ahtt: 

sin AD m sin VA 
sin BD"" "n * sin Vß' 
unb ed ifl alfo sin AC « sin BD s= sin BC . sin AD, tö^ 

butc^ bie \)atmonifd^t S^eilung bet ßinie ACBD au^ge? 
btfidft wirb» 

Um ben ®ebrauc^ bet ootigen gotmeln butc^ 'ein einfache« 
Beifpiel ju ettdutetn, nehmen wir im Dteiedfe ABC [Fig. 4] bit 
©tunblinie AB jut etflen 3lte, unb ba6 auf (ie gefällte ^etpenbifel 
Cc jut jweiten Site, alfo c jum Wnfangöpunfte* ©e^en wit weiter 
cA = a, cB =: /? unb cC = y, fo |tnb 

cot ß » x+cot y . y Ä 1 , 
— cot a ♦ x-{"C<>^ y ♦ y = i 
bie ®leid^ungen an bie ßinien BG unb lAC; bie ©leid^ungen <m 
bit ^etpenbitel Aa, Bb (inb bolzet nad^ einet geringen Umfot^ 
mung: 



I 
j 
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r ^ ^ , (cot ß . cota— i) 

— cot a,X^ —7 • T — i = o, 

' cot y 

(1 — cot ß cot«) 

— cot/J,x4-^^ f i..y + i==o; 

cot ;^ 

iie ?lbbitton btefer Öleic^imgen gi6t : x = o ; b. 1^., e^ fc^netbeit ffc^ 
bie ^erpenbtfel Aa unb Bb auf ber jttjeiten 2lxe ober auf bem 
britten ^erpenbifel Cc. 

3u bemfeften JRefuftate gelangt man aud^ auf f olgenbe Slrt : 3Äa« 
teweifet leidet m ?lnmenbung bet einfachen baö ted^twinf elige Sveiecf 
fcetteffenben Sotmeln ik 3lid>tigfeit ber beibett ®Ieicl^«ngen: 

cos Ac cos Ba cos Cb 
cos Bc cos Ca cos Ab ^ 

tng Ac tng Ba tng Cb_.^ 
tng Bc tng Ca tng Ab 

burd^ gÄuItiplication berfelfcen erl^dlt man bie folgenbe britte: 

sin Ac sin Ba sin Cb 
, _ . -^ =s 1 

sin Bc sin Ca sin Ab 

unb eine golge l;ierDon enblid^ \% id^ hit brei ^erpenbifel Aa^ 
Bb, Cc, welche von ben ©dfen eineö 2)reiedf6 auf feine (Segenfeiten 
gefaßt »erben, jic^ in einem fünfte M fc^neiben* 

2Benn bie Reiben 5(ren ron einer (Seraben AB in ben QnU 
fernungen VA = A unb VB = B »om ?lnfang<Jpunfte gefc^nitten 
»erben unb ein ^unft M bie ßinie AB fo tl^eilt, io.^ 

sin AM m 
sin BM"" n 

x% fo l^at man, wenn bie Slren^goorbinaten be^ ^unfte6 M Bejeicj^net 
»erben mit t unb u, nad^ % 8 bie Reiben folgenben Sluöbrüdfe : 

m sin (A — t) ^ m sin (B — u) 

nnb — = ^ 



n cos b « sin t n cos A » sin y 

SBerben biefe entwidfelt, unb »irb tngt=;x, unb tngu=sy 
gefegt, fo ^t man: 

n ^ sin A ^ m sin B 

m cos B+n cos A "^ m cos B+n cos A 

ig>ierau^ jiel^t mdn nun: ~y = "^ ^'" . . x; b, ^- wenn bie 

" n sm A ' ^^ 

«in Tl 

Cinie AB önbere unb anbere Sagen er^lt, akr fo, ia^ -. — r 

ein conftante^ SSerl^dttni^ \% fo ifl ber geometrifc^e Ort beö ^unfe 
tti M eine burd^ ivx Änfangapunft V gel^enbe Oerabe YM. 
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SBirb —m für m gefegt, fo ifl (x, y) tin^mttM\mlä^t 
iit Cinte AMB tn tl^ret SSetIdngetung i^atmontfd^ t^tilt, unt bit 
Ott bed ?Punfte^ M' ifl bann eine jmeite 0erabe VM'. 

5n bem fefonbetn gaffe, baß m = n ift »irb bie ßinie^AB 
vom ^unftf M ^aliitt, unb man l^at bann : 

sin A ^ sin B 

X = ..^——.^ mib y SS y 

cos B-f-cos A ^ cos B-f-cos A 

worauf folgt: x + y = tng (— j— j ««& *"-y=*°6(--^J5 
ballet "fyat man tucfwdttö: 

*"g^= i=IT+p mi tng B = _^, . 

S(l alfo ein ^unft M gegeben, meldtet eine jtrifd^en bie ^tm 
ju jleffenbe ®etabe AB i^alMren foff, fo ifl bie ßage biefet ®etaben 
burd^ bk ootigen gormein kfKmmt, weld^e, tt)ie man fie^t, oon 
ber ®roße beö SlrenwinfeB v nnoW^iingig jtnb, aber gleic^wol^l 
nid^t ben ®rab von (Sinfat^^tit "fyabm, mt biz analogen in ber 
Planimetrie» 

2Benn brei gerabe ßinien AB, A'B; A^B" jnjifd^en bit Uibm 
6oorbinaten*2(xen geflefft jinb unb oon ben fünften M, m; M" fo 
getf^eitt werben, ba^ 

sin AM sin A^M^ ^ sin A^^M^ m 
sin BM" sin B'M'^sin B"W'^ n 

ifl, fo «fft f!c^ eine 99ebingung6gteid^ung ftnben für ben gaff, baf 
bie brei fünfte M, M', M" in bemfelben ig>attptfreife liegen foBem 
@e^n mx ndmlic^: 

VA=a, VA'=:a', VA"=r:a'', VB = b, VB';=b; VB'^^b", unb ijl 

P*x+Q-y==R 
bie ©leid^ung an bie ßinie M M M', fo l^at man, wenn jur Vbs 

förjung gefegt wirb : A = m cos hJ^n cos a, A' = m cos b'-f-n cos a' 

ttnb A^Äin cos b"+n cos a", bie brei ©leid^ungen: 

P , n sin a + Q , m sin b s= R . A, 
P^n sin a'+Q.m sin b'=R»A', 
P.n sin sr+Q,m sin b"=R.A"; 

bie (Elimination oon P, Q, R m^ il^nen föl^rt jn ber folgenben : 

A sin a"— A" sin a A sin a' — A' sin a 

,. — , » 

sin b sin a" — sin b" sin a sin b sin a' — sin b' sin a 

bnrc^ weitere @ntwidfelung unb Stebuction erl^dlt man bie gormel: 

m sin b . sin(a" — a') — sin b' sin (a" — a) «(^sin b" sin (a' — a) 
n sin a ♦ sin (b"— b') — sin a'sin(b'[ — b) + sin a'' sin (b' — b) 
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jum 3lu^bt«df bet »ebrngung, »elc^e bie btei ßinien AB, A'b; A"B" 
burd^ il^te ßage erfüllen tnufien, mm bie Sl^eitpunfte M, M', M" 
betfelben in einet fp^drifc^sgetaben fiinie liegen follen* 

SSon t>er CoorbmatemSSernjanblun^ beim ®c^ 

§• 18* 

S)ie SoDtbittaten^Setwanblung Bietet in bet anal^tifd^en ©pl^dtif 
ungleich gtßßete ©(^»ietigfeiten bat, aU in btt «Planimetrie, fobalb 
bie Cage be6 Slnfang^punfteö »erdnbert werben foll* 3)a]^er tl^eüen > 
toit bie »otgelegte allgemeine Slnfgabe, inbem wit fle jnerjl für btn 
%aU anfißfen, baß ber SJnfang^punft nn^erinbert Wei6t, bagegen 
bit Uibm ?lxen in anbere Slic^timgen »erlegt werben* 

e^ fepen VX = 90*^ nnb VY = 90° bk nrfprunglic^en ?rten, 
unb ber «Irenwinfel XVY=XY=.v [Fig. öJ; bie neuen STxen 
fe^en VX'=90* unb VY'=90^; ber neue STrcnwinfel alfo fe?) 
X' vr =s X' Y==: v\ gemer fep ber 2BinfeI XVX' ==« unb YVY'==/j, 
alfo: 

bie nrfprünglid^en ^Ixen^Soorbinaten beö «punfted M fe^cn VP unb 
VQ ; bie neuen ^Ixen-Soorbinaten (tnb bann VP' mb VQ\ Q$ 
fe9 bal^er: 

tng VP«x, tng VQ = y/tDg VF=:x' unb tag VQ's/, 

©0 werbe aud^ no<| VM gejogen unb e^ feij : tng VM «= z. 

aöirb weiter ber SEBinf el M VP « m unb M VQ «5 n gefegt, fo 
ijl nad^ §. 4: 

X sin V y+x cos v 
sin n = — — I cos n = =■ , 

z z 

y sin V x+y cos v 

SS '' f cos m=: -1.1 ^f 



sinm 

z 



. . , ^. x' sin v' / 1 ^^ y'+x' cos v' 

sin (n+ß) = ' cos (n+/5) = ^^— S -^ 

z z 

. , ^ y' sin v' , ^ x'+y' cos v' 

sm (m — «) Ä ^ cos (m — a) ä — i-^i ♦ 

z 

^ x^.^ sin n cos ß+ cos n sin ß 



z 

i^iemad^ l^at man nun: 

. y' sin m cos a — cos m sin a 

unb - = . — , 



sm V 



z ' sin V 



SBerben l^ierin für sin xn, sin n, cos m, cos n bie SBertl^e fufcfti« 
tuirt, fo gibt eine einfädle JKebuction bie Slu^brurfe: 



^ 
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X . sin (v4^/?)4-y sin ß 

X = : ; * 

sin V 



y . sin (v — «)— x ♦ sin a 

jr = i 1- L ; 

•^ sm V 

wobitrd^ bic neuen SlremSoorbinoten mitteljl.ber utfprungHcl^enduö? 
gebrücft (Inb. Umgefel^rt l^at man: 

X sin (n+^ — ß) ^ sin (n-f/9) cos ß — cos (n+Z?) sin ß 

z sin V sin v 

y sin (m— a-f-a) sin (m — a) cos ä + cos (m — «) sin a 

z sin V sin V ' i 

unb wetben l^ierin für «n (n+/?), cos (n^ß), sin (m— «), cos 

(m— «) bie Bettle futftitmrt, fo l^at man bte umgef ehrten Slu^brfidf e ; 

x' sin (v' — ß) — y' sin ß 



X = 



y = 



sm Y 

y' sin (v' + a) + x' sin a 



sin V 

»wld^e fammt itn rotigen bie gropte 3fel^nHd^feit ^aBen [mit ben 
correfponbirenben planimettifcl^en, 

§♦ 19^ 
9?ic^e fo ux^\t eö fld^, ruenn bef ber t)orj«nef;menben (Soot^ 
binaten553er»anbhm3 aud^ bie ißage beö ^InfangöpunWeö oetdnbert 
werben folT» ®ixi\> in Fig. 6 VX unb VY Vxt urfprünglid&en 
Slren, njorauf ber ^unft M ober (x, y) fcejogen i% xmi (inb V'X' 
unb VY' bie neuen 2Iten, auf welche berfefte ^unft Mober (x',y') 
tejogen werben foK, fo Derfcinbe man ik beiben Slnfangöpunfte 
burc^ eine ßinie VV = e, beren unbefttmmte Söerldngerung V'Z 
fetjn mag* SBir beflimmen tk Slid^tungen ber Mizn 2(renpaare 
burc^ bie Dier SSinfel ZVX^m, ZVY=n, ZV'X'=m' ux^ Zv'y'=n'; 
ber urfprunglicf^e 5(rentt)infel ifl bann v=m + n unb ber neue ifl 

v'=ym'+ n', 

S)ie ßage beö neuen 9lnfan3öpunfteö V gegen bie Reiben ur« 
fpvunglid&en Slxen i(l offenbar beftimmt burc^ i^it brei ®r5ßen 

m, n, e. 

Um nun ol;ne lange arit^metifc^e ©nfwicfelungen ju ben^o^« 
mein ju gelangen, ttjoburd^ bie ®roßen x unb y burc^ x' unb y' 
auögebröcf t werben fönnen, nef;men wir ein rcd^twinfeligeö Soorbi? 
naten^Stjjtem jur SSermittelung» @6' fei)en VP unb VQ W red^t« 
winfeligen SlrensSporbinaten be^ ^unfted M für ben 2(nfangi^punft V, 
unb tUn fo fe^en V'P = t unb V'R = u'bie red&twinfeligen 2(rens 
ßoorbinaten beffelben ^unfteö M für ben STnfangöpunft V', Salbet 
ijt: VP = e + t, unbnac^ §-3 ifl: ing PM=tng YQ^cos VP= 
tng V'R.cos V'P, 
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•«T^x *°g ^ • COS t 

obet: tngVQ = -^^^-^^-^; 

fcitrd^ eine gettnge Umformiittg erl^alten »ir alfo: 

_ sin e + cos e ♦ tne t ^ ^ -_^ tna; n 

tngVP= ^J— ^ VA-»«^ tngVQ = 2; . — ., 

° cos e— sm e » tüg t ** cos e — sin e»tng t 

(5^ ijl nun afcer nad^ §• 18: 

x.sin (m+n)=:tng VP . sin n — tng VQ cos n Utt& 
y.sin (m4-n) = tng VP. sin m-j- tng VQ cos m, 

5lBeröen ^ktin bie 2Bertl^c fubflituitt^ fo erl&dlt man: 

>8in n sin e-f-^in n cos e tng t — cos n tng a 

I , sm rm-4-n) =; : * ■ -> 

' '^ cos e — sin e ♦ tng t 

. sin m«sin e^-sin m cos e tng t-^-cos m tng u 

y ^ sin (m-|-n)= : . • 

cos e — sin e tng t 

Q6 tfl aber weiter nad^ §• 18 : 

tng tssx'cos m' + y' cos n' nnb tng u=ay' sin n' — x' sin m'^ 

unb »erben aud^ nod^ biefe 93Jertl^e Umi^t, fo erl^dtt man bie Uibm 
folgenben allgemeinflen gormeln für bU ßDorbinaten^Serwanblung : 

sin e sin n + [sinn cos m' cos e + cos n sinm'J.x' 

■-j-fsin n cos n' co» e — cos n sin »1 » yi 

X • sin Ves; . ' . ■ ■ -^ "^ t 

cos e — sin e cos m' « x' — sin e cos n' . y' 

sin e sin m + [sin m cos n' cos e-^cos msin n'J.y' 

-h [sin m cos m' cos e — cos msin m'l.x' 

•^ * cos e — sin e cos n'»y' — sin e « cos m'.x' 

©6 l^dtte offenbar l^ingereid^t, bie eine biefer teiben gormein 
alfo l^erjuleiten; benn antf ber einen ftnbet man bk anbere, wenn 
man gleid^jeitig x mit y, x' mit y\ m' mit n' unb m mit n 
wrtaufd)t 

2Birb ber neue Slnfang^punft V' mit (a^ b) tejeid^net, fo ijl: 

tne e , sin n , , tng e ^ sin m 
sin V sin V 

unb werben biefe Sluöbrürfe tenußt, fo ftnbet man auc^ noc^: 

[sin n cos m'+cos n sin m' cos e] x' + [sin n cos n'— 

cos n sin n' cos ej « y* 

cos e sin v [cos e — sine cos m',x' — sine cos n^y'j 

[sin mcos n'+ cos msin n' cos e]»y' + [sin m cos m'— - 

cos m sin m' cos el.x' 

y = i>+ ■" 



■»* 



cose sin V [cos e — sine cosn'.y' — sine cosm'.x'] 

©eW man in ben erhaltenen gormein — e für e ; x' für x 
unb y' für y, fo eri^dlt man umgefe^rt x' unb y' au^gebrüdPt burd^ 
x unb y* (5ö t?erjlel^t jid^ t>on felbfl, ba^ baiti auc^ m' mit m ntib 
n' mit n pertaufd^t werben muß. 
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aSon Un 9efe$li(|)en fpl^ddfd^en Sinien 

uberl^aupt 

®enn «ine (Sleic^img jwtfd&en ben Sftenseoorbtnaten beö ^unf i? 
f e^ M irgenb einet (S^ixtvt gegeten ifl, welche mt bnt^ ^f (t, n) = o 
anbeuten^ fo läp ftd^ biefe ®leid^ung immer umformen in eine 
®Uid)ung q> (x, j)=o, inbem man feßt x— tng t unb y=^tngu, 
unb wir ^a6en, »enigjlenö bei ben bie fpl^drifd^igeraben Cinien U^ 
treffenben SBejiel^ungen, gefeiten, ba^ nad^ einer folc^en ^ub^itixüon 
ik Formeln, woburc^ jene SBejiel^ungen mi^gebröctt »erben, nic^t 
nur in ber einfac^jlen gorm erfc^ejnen, fonbern aud^ aufierbem nod^ 
hU größte Uetereinjlimmung mit htn correfponbirenben Formeln 
ber Planimetrie erl;alten. 

@elangt man burd^ biefe @ui(litutionen ju einer fo genannten 
algebraifd^en ®Ieid^ung 9 (xr y)=o jtt)ifd)en x unb j, fo Wnnen 
wir bie jugef^ortge Sur^e feI6ft eine algebraifd^e nennen, unb 
bie ©lei^ung wirb unter bie folgenbe affgemeinfle gorm fallen : 

in ml(S)et ber ®rab n ber l&od^jlen ^otenj oon y u6erein(Kmmt 
mit bem ®rabe ber l^od^flen ^otenj oon x» 

2Benn biefe ©leid^ung \ni6)t ein ^robuft t»on ®leidS)ungen 
niebrigerer ®rabe barjteHt,, fo nennen wir bie Suroe eine ßinie 
bet nten Orbnung, weil fie oon einem 4)auptf reife pc^ftenö 
in 2n fünften, ober wenn wir oon ben ®egenpunften abfeilen, in 
n 5j)onften gefd[)nitten werben fann, wie auf ber ©teile erl^ettet, 
wenn man iene ®leic^ung mit ber ®leid^ung 

a' x + b'y4-c'=o 

an einen J^auptfreiö jufammenl^dlt* ^an wirb aud^ nur bk ge» 
nannten n ^mtu afe 2)urc^fc^nittöpun!te anfelS)en ; benn il^re eben 
fo oielen ©egenpunfte getreu nic^t ber t?orgelegten 6urt)e, fonbern 
il^rer fijmmetrifc^en ®egencuri?e an, unb f onnen barum außer Setrad^t 
bleiben, ©elbjl i?on biefen n 2)urc^fd^nitt6punften fonnen ^ier, 
xcit in ber Planimetrie, einige jufammenfatTe«, anbere gar nn^ 
möglich werben, 

SBenn man weiter, um bie allgemeinfle (SoorbinatensSerwanb^ 
lung oorjunel^men, fubfHtuirt nad^ §. 19: 

AHJB£+Cy' . A^+B^x^ + Cy 
L+Mx' + Ny' ^ L+Mx'+Ny' ' 

fo gel^t bie obige ®leic^ung burd^ biefe ©ubjlitution über in eine 
®leic^uttg jwifc^en x' unb y', welche in Slnfel^ung jeber oon biefen 
beiben ®r^|len wieber t^om nten®rabe iii*S)iebeilimmte]Orbs 
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ttung alfoi n)0)tt etii'e 6nrt)e Qtf^irt, ift ein (Sl^ataftet, 
loelc^er butd^ feine (Sootbinaten-SSettDanblutig au^ge:: 
lofd^t tverben fann. 

Sie ßittien bet etjien Otbnung itnb alfo offenBat bie ^aivpU 
ttdft, »eä il^re Oleid^ungen bk folgenbe gorm l^aten : aj 4- bx+c = o. 

2)te angemetne ^otm bet Sinien ber jn^eiten Orbnun^ ifl »weitet : 

itann ato biefe ©(eid^ung aU m ^tobntt r>on j»ei ©ieid^nngen 
ie^ etflen ®tabt^ bargefleOt tvetben, fo gel^tt fle einem @yfleme 
Don jmei ^anpttttifcn an* 

SBenn in einet ©leic^ung an eine fpl^drifd^e Stnie bie Slxen^ 
^otbtnaten nic^t r>ortommm, fo mu$ i!e iebe^mal in eine ©letd^ung 
j»ifcl^en x=tng t unb y=tng u umgeformt »erben, el^e titer bie 
Drbnunft ju »eld^er bk algebraifd^e ßinie Qt^btt, mit ©id^erl^it 
Seurtl^eilt »erben tann* ©enn ift j» 95*, z=a bie ©teid^ung an 
eine fiinie, unb bejeic^net arc (tng=3:z) bie einer untefKmmten 
Sl6fciffe jugel^ßrige fenfrec^te Slpplicate, fo gel^ßrt bk £inie gleid^s 
ttol^I ni^t JU ber erjlen Orbnung ; benn »enn man nad^ §♦ 5 futfK« 
tuirt z = tng u. cos t^ fo l^dt man bie ©leic^ung tug u s= a*(i+tng VX 
ober aud^: 

y' — a*x* — a*t=:o; 

»oraue man |teH t^^ß i>k ßinie jur jtoeiten Orbming gel^ort; (te 
ifl tefanntlidS) tin 9?etenfreiö, »eld^er bem jur erjlen ?lre ge^^ 
nommenen i^auptfreife paraffel ifl. 

SBenn bie burd^ ©ubflitution erl^altene ober fc^on gegekne 
©leid^ung g) (x, y) = o feine fo genannte algetraifc^e ift, fo 
fann man tie Sur»e eine tranöfcenbente nennen, unb eö fönnen 
gdtte eintreten, in benen ber ®e6raud^ ber 5(tfciffcn unb jugej^ori^ 
gen Slpplicaten iti einem rec^twinfeligen ßoorbinaten^iStjjleme bem 
ber Sltensgoorbinaten t?orjujiel^en ifl. 3»ei 93eifpiele biefer ?lrt »er« 
ben fpdter bel^anbelt »erben. ?rud^ bei ben algebraifc^en ßinien fann 
ber ©ebrauc^ ber ^Ibfciffenunb rec^t'»ittfeligen ?lppHcaten 
bie Unterfuc^ung ber ßinien oft erleichtern. 

©oH aber ba^ 6oorbinatens@9flem fd^iefbinfelig .fe^n, fo »irb 
man, ftatt nad^ ben Slpplicaten ju greifen, ftc^ »ol&I im ^IHgemei« 
nen lieber ber 2(ppIicateni?erl^dItnifTe ibebienen, um erträgliche gor^ 
mein ju erl^alten. 

aSetrad^ten »ir j»ei (S^nxun, bie auf baffelbe 5oorbinaten-©9flem 
bejogen ftnb unb einen ^unft M gemein ^aben. 5t>re ©leic^ungen 
mögen fepn: 9 Cx,y) = o unb v (.h *)==^* ^^ ^nnttt M l^aben 
bie ßutoen offenbar biefelben ^IreusSoorbinaten xäx unb i=«y. 
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(Sin jwcifet ^unftP in bet erflen 6ur»ei^a6e ju ^Iren^Soorbinafen 
arc (tng=:x+Ax) uttb arc (tng^y+Ay); tin jweitet ^unft 
Qtn ber jweiten 6ur»e ^ak ju2liren5SoDrbinatenarc(tng=x4-Ax) 
tinb arc (tng = z + Az> 2)et Sl6(lanb ber kiben fünfte P unb 
Q 9on etnanbet (d^t ftc^ nun nad^ §« 6 au^btücfen, unb ibebenft 
tnan^ ba^ z=y i(t, fo flnbet man: 

(x+Ax)(2y+Ay+Az) cos ▼ 
ober, wenn man btn Sruc^factoif nad^ fteigenben ^otenjen i)on Ax 
entwirfeft: 

ltngPQ«±(Ay— Az)-(S + T.Ax + U.Ax»...X 
S)a6 Don Ax unabl^dngige ®Iicb biefer ©ntwicfelung t(l^am ein* 
f ac^fkn ju kjlimmen ; eö ijl ndmlid^ : 

S == t/^q-fx^ sinvQ ^ 

l + x* + y' + 2xy cos v' 

i 

worauf man fielet, ha^ S mit bann = o i(t, wenn x = — 

4 

otet y « — ift b. I^», wenn ber ^nntt M in ber Sarbinale bti 

o • 

0oorbinaten5®!5)(lem$ liegt Slfcgefel^en von bem ®renifalDfe ijl S nie 
gleich «KulT- 

Um auÄ bem 5Uiöbrucfe für tng PQgel^Jrige Solgenmgen ju 
jiel&en, »irb aB 6efannt porau^gefe^t, taß, wenn tng PQ burc^ 
eine JRei^e t?onbergorm tngPQ=a.Ax-4'/5.Ax-+'+;,.Ax"+' + 
^•Ax"+^+K, außgebrücft wirb, anö) ber 93o3en PQ feltjt, wenn 
fein SRabiuö afö ©nl^eit bient, auögebrücft werbe burd^ eine SReil^e 
vtn berfelben ^oxm, ndmlic^: 

PQ=«' . Ax" + /^* Ax"+'+/.Ax"+^ + 5\ Ax"+3+ tc, 
unb ha^ außerbem «' = « fe^. 

3Jber an^ ber Olcid^ung 9 (x, y)=o fiinbet tnc^nin ?lnwens 
bung beö Sla^lor'fd&en -©a^eö : 

^y = |?.Ax+ ^^-^+1^^- ^ + ^^M unb eben fo ftnbet 

^•^ dx dx' 2 öx** 6 

man au^ ber ©leic^ung v C^» bie SKeii^e: 

^ 3» ^ . d'z ,Ax\d^ Ax'^ 
3x ^3x=» 2 ^dx^ 6 
Salier ^at man benn: 

^"8 PQ - [(ä— 5^|Ax+ ( 3-f,-^-j .— 4^ 



f 
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Wel^tt wtt mitt att^ba^ S nid^t OTuB iftfo l^at tng PQ nnb 
<ilfo aud^ PQ feI6fl fo lange bie gotm a.Ax+/J.AxHy.Ax'+zCv 

Ate ^-^ m(^t=o jjl. SBentt akt ^= ^ift fo^ottngPQ 

mb alfo aud^ PQ feft(lbiegDtm/»Ax' + r*Ax'+<^.Ax^+K*; 

«enn außetbem tiox^ ^—» ^,ift fo MPQtiegormy.Ax'+ 

ox ox 

^•Ax*+K.; tt. f. »♦ 

2Benn alfo für bettfriten 3Bertl^ t)on x aiiify z==y nnb ^==^ 
tfJ, fo ^aUn bie Reiben (Suwen eine Setfi^rung b<6 <r|len 
Orabje^; wenn augetbem noc^ ^ = ^, ift fo i(l ber Contact 

»om jweit^e« ®irabe; wenn felbjl nod^ j- = an^^' f*^ ^'^ ^^^ 

Sevfil^runs ber l^eiben Suroen im^unfte M pom bxitten 
©rabe; n. f. ». 

SEBenn atet ber flemeinft^aftlid^e ^unft M ber ieibtn (Sutun 
in ber ßarbinale beö ßi^orbinaten-S^flemö liegt, fo gelten bie »ort^ 
gen @(^luffe ntd^t unbebingt, fonbern e6 tann nun bie SBerfil^rung 
ber Surfen wn noc^ l^olS^erem ®rabe fe^n. 

§. 22^ 
95etrad^en »ir wrldiiflg eine ®er^be, beren ©leic^ung at4-bu+c=© 
fe^tt mag unb bie eine 6ur»e in einem fünfte M Utnf)nn io% beren 
©leid^ung 9 (x, j) = o fe^n folT, fo l&aben wir alö erfle Sebingung : 

ax + by + c = o, 

ober auc^ a (t— x) = b (^—n), unb ol^ fjffotite ©ebingung: 
adx+bdj=so; -bal^er ijl bk ©lei4>ung an bk bnx^ M gel;enbe 
aSeröl^rung^Iinie : 

ober « — y«p(t— x), wettn ba^ Sijfereniialt^erl^altmß ~f 

" CrX 

auö ber ©leic^ung 9 (x, y)=*o ^n bie (Surpe gebogen, turc^ p 
tejeid^net mirb* 

©araud flnbet man leidet bie ®leid>ung an bie burc^ M gel^s 
enbe Normale nad^ §. 12, wenn man in ber bortigen ®Icic^ung 

nc-^-b 

y— n s=r ■ (x— m), weld^e ^id) auf ein rec^twinfeliged ßoors 

binaten^Spftem *ejiel^et, fe^t: uför y; tfürx; y für n; x furm; 
P für a ; — 1 für b unb y— px für c 2)aburd^ erl^dtt man aitt 
iit ®lei^ung: 



4 
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xy — px«— p 

Dfe für jeten anbeten ?lrentt)infel v geltenbe affflemeinete gor* 
ttiel ijl etwaö jufammengefe^ter. 

^an fann ber vottgen ©letc^ung an bie Stormale auc^ bie 
folflenbe ®e(lalt geben : 

t [i + y'— pxy] + «[p+px»— xy]=x+py. 

S)tefe Gleichungen »erben mx fpdtet auf anbete ^tt hiebet linben* 

©e^en wir in ber Oleid^ung u— y^p (t— -x) an bie Sam 
gente, tctl^z bei jebem Slxenwinfel gilt, t=x + Ax unb a=sy+ An^ 
fo i(l offenbat: Au»p • Ax,unb ed jtnb nun arc (tBg=x+Ax) 

Unb arc (tngasy+Ao) obet arc (tng=5y-|-p ,Ax) bie Sltensgoots 

binaten eineö ^nnttt^ N ber Setül^tuttgölinie. 28itb fein Slbftanb 
NM oom Setul^tungöpunfte mit AS bejeid^net, fo l^aben »it 
nad^ §. 6: 

sin As |/ 1 + 2 p CQg v + (y^px)' sin t^ + P' 

mEx' (i+x'+y^+2xy cosv)(i+(y+Au)^+(x+Ax)^+ 

2(x+Ax) (y+ AuJ cos y) 
^ sin A* 

©el^en toit ju ben ®tenjen nitt, fo i?etwanbeft üä) -. — — in 
ba^ Siffetenjialpetl&dltnill -^ be6 SBogenö ber 6ur»e, anb e6 ijl alfo : 

^ 9 X Z' (i 4- 2 P cos V -f- p* 4* (y— P^)* sin V*) 

l4'X*+y*+2xy cos V 

tUx, wenn man für p ben 2Betf^ '— fubflituitt:] 

j, _ / Q x^ + 2 9x>3ycosv+9y' + (y9x>-x9y)\sin v*) 
"^ i + X* + y* + 2 X y cos V 

5IBitb btt 2(6ftanb beö ^unfted M obet (x, y) btt (Sntoe oom 

Wnfangöpunfte V mit g be^eic^net, fo l^at man: 

± 

i -|- X* + y* -f- 2xy cos v =;; * ^ 

cos Q 

unb mnn biefet Sluöbtöcf benu^t witb, fo i(l bie JJotmel : 

3s = cos p\ •' O X* + 2 3 X , 3 y cos V + 3 y' -f 

(y3 X — X 3 y)'.sin v*), 

SBenn bet SJxenwinfel v ein ted^tet ijli fo jie^t ile (td^ jufam* 
men auf: 

ds =x cos p'./(3 X* + (ydx— x3y)^ + dy'), 

i 

unb e6 ijl nun: cos p's^ ' — • — r-r— r* 

i + X ^ y 
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S. 24, 

SSknn feie Cage be« «Punfte« M 6et ©jiroe tefKmmt tjt bur<^ 
eine Sl&fctjfe t unb fenftec^te STppltcate a, fo t(l offenbot m^ §.3: 

tng u 

cost ^ 

OUd^ ifl: cos g SS cos t.cosu; 
^f/1. . :^ . ^^ w -i 9^ co^ t + 3 t sin t.sin u cos u 

cos t' •' cos u* . cos t* * 



alfo: 



^ * ö^ I • \ • 

Cos t . -^r— 4- sin t sin u cos u 



dK 



cos u 



2 



- .- ^ - 9t . sin u da • sin t 

ferner iff : y 3x— x 9y = ^ _ ^, ünb 

•' cost cos u cos f. cos n* 

werben biefe ©ertl^e l&enu^t, fo erl^dlt man bie folgenbe einfädle 
gormel: 

as =Ä / (cos u'.at' + da*), 

©inb t' unb n' bie ?l6fcijfe unb fenfre(&te Slpplicafe irgenb dned 
^un!teö ber aSeruI^rungöKnie^ fo i(l bie @Ieidj)un3 an biefeifce 
offenbar : . 

ay.tng t'— 9i.Sl_ ^ yax— x3y « o, 

unb pem^anbelt ftd^ burd^ bie angegebenen ©ubilitutionen in: 

, ^ " 9u sin (t — tO 

tne nVc=B tne u,cos (t — v) — -tt-«' — -— • 
^ ^ '^ ^ öt cos u^ 

Derjenige SBertl^ t— t', weld^er bem SBertl^e u'=^o entfprtc^t, l^eißt 
bit ©ubtangente, unb wenn biefemit mbejeid^net wirb, fo ^at 
man offenbar: 

, • . 3t 

tng m SS sm a . cos u . — :f-» 

du. 

SBejeid^net ferner V bk Slbfcifie unb u' bk jugel^örige Slpplicate ir* 
genb eineö ^unfteö ber 9?ormaIe, fo ftnbet man jur ©leidg^ung 
an bk Normale: 

9t 

tng n' =5s tng u , cos (t — f) -| — — . sin (t — t'). 

©erjenige SBertl^ t'— t, weld^er bem SBert^e u'aso entfprid^f, l^eißt 
bk <S unnormale, nnb wirb (te mit n bejeic^net, fo iat man: 

tng n SS tng n.^— • 

®irb ber 2BinH welchen bie burd^ M gei^enbe ©erül^rungölinie 
mit ber ^pplicatz biefe^ ^unfted einfd^Iießt/ burc^ x bejeic^net, fo 
tjl offenbar; tng m « sin u.tng x, unb alfo: 



/ 
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tng X SS cos tt . -^- * 

Dal^t ^at man benn aud^: d s^cos x =s du. 

3"f<l0^ Uebetl^mipt tfl tng y = tng y'. cos (x— xO + 

a.sin (x— x') bk allgemeine gotm ber ©leid^img ön einen 
Jg)auptfreiö, trenn x' unb y' bie 2(6fciffe unb fenfrec^te Slp* 
pKcate eine^ gegebenen , Ijjingegen x unb y bk Slbfcifle unb 
fenfred)te 9(pplicate eineö beliebigen anbeten ^mtte^ biefe^ 
^auprtreifeö bejeid^nen; a izbtxiUt eine auf bk JRidS^tung 
be6 Äteifeö Sejug t^abenbe ßonflante, 

Sil fein ^uttft be^ Jg)auptfreife6 gegeben, fo ifl bie 
®Ieid)ung an if;n: tng y ss-a.cos x + /?.sin x, worin 
a unb /? jttjei Sonflanten beieid^nen* 

9Iu$ ber im §♦ 22 gefunbenen Oleid^ung u— y = ^ (t— x) 

über aud) 3y.t-- 3x.u + y3x — x3y = o leiten ;trit eine 
alfen fpl;drifc^en Suruen gemeinfame ©genfc^aft l^er, wobei wir 
unö ber ©infacl^I;eit wegen recl[)twinfeliger ^rensßoorbinaten be« 
bleuen Wolfen, 2Benn eine 6uti?e im fünfte M beriif;rt wirb 
uiib man ba^ fpf;drifcl^e Zentrum beö betü()tenben ^auptfreifeö 
mit M' ober aud^ mit (x', yO bejeid^net, fo ifl: nad; §♦ 9: 

X = — — unb y*= ■ * 

y3x— x3y -^ y3x— xöy 

3« «n^^ anbeten ^unft M gebort nun ein anberer ^iinfi 
M'; b. I^v bie fünfte M' gel^oten einer jweiten 6uri>e an, welche 
mit ber erften jufammenge(;Dtt unb burd^ jte beflimmt tfl. Sft 
(p (x, y) = o bk ®leicl)ung ber erilen 6uri?e, fo f ann man bie 
©leic^uug an bie jweite, bie wir unter v (.A yO tJorftelTen Wolfen, 
ftnben, inbem man bk Mbcn Sfu^brüdfe für x' unb y', welche 
gunctionen oon x unb y jinb, umfe^r^, b. f)., inbem man x unb y 
burc^ x' unb y' aue^brürft unb bie für x unb y gewonnenen 9fu6s 
bvüdPe in ber ®leid^ung 9 (x, y) = o fubftituirt, woburc^ fie in bk 
Oleic^ung v W y') =0 iibergel;t. 25a i+^x'-i-yy'cso, fo ftnbet 
man auc^ bk ®leid>ung y* (x', yO = 9/ iubem man au^ ben brei 
©leid^ungen 9 (x, y)«©, 3y . t— Bx.u + y^x— xäy«© unb 
i + xx'+yy'=o bk beiben Oröpen x unb y eliminirt 

5fud btn gefunbenen Sluöbrüdfen für x' unb y' jtnbet man burd^ 
©ifferenjiiren : 

"^ (ydx^xay)^ ''"''^^ (7di--^dyy 
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mb ölfo: ^Ä obet ydy' + x3x' «s o. 

dx y 

5!Bettn man aber bie ©Icic^ung l+xx'-f yy'» o bifferenjürfi 

fo ttf^ltman: x3x' +x'3x-4-ydy' + y'dy=o, unb »irb j^iett^on 

bie ©leic^ung y3y'4-x3x'=o fubtral^irt, fo iUibt nod^: y'dy + 

x'äxcsso, ober auc^: 

dy _x\ 

dx "^ f' 

«nb l^feraud (tel^t man, ba^ bk ©ejie^ung ber Beiben (Enrun ju 
einanber eine reciprofe ifl. Olod^ beurtic^er tritt biefe ©t3enfc{)aft 
l^roor,tt>enn man auöberQJfeic^ungdy'.t— dx'.u+y'3x'— x'3y'=o 
an bk ©erul^rungölinie ber jtoeiten ßuroe il^r fpl^drifc^eö (Sentrum 
tejlimmt, weld^e^ wir mit N ober auc^ mit («, ß) tejeid^nen. 9Wan 
^nbet nömlid^ mt porl^in: 

dy* X 
nnb wirb f)kxin ba^ Sijferenjialoerl^ältniß ~^, = fuBflituirt, 

fo erl^dlt man: a= -ff — •= xunb /?«> 7^^ s = y; ^* ^»^ 

xx'+yy' ^ xx'-f yy' "^ ' 

e^ fdBt ber ^un!t N mit M jufammen. 

Qim ■ unmittelbare JJolge l^icroon ifl enbtic^, bafi eine 9?ormafe 
ber einen (5uroe für ben ^unft M burd^ ben ^unft M' ber anberen 
Suroe Qtf)t mb jugleic^ eine 9tormaIe für pe iit. 

£)ie ßJleic^ung an bk Dtormale ber erften ßnroe ift: 

(y^Sx— xyäy + äx) . t— (xy3x— x^dy— 3y) . u = ydy+x9x ; 

iinb bk (Sleid^ung an bk 5?ormaIe ber jtoeiten Suroe i(l: 

(/^ax'— xy3y'+öx0.t-(x'y'ax'— x'^ay'^ay') . u^y^y'+x^ax-, 

unb kibe Oleid^ungen laffen fic^, [wenn bie J)ifFereniiaIe mittelft 

ber ©leic^ungen x'9x+y'3x = o unb x3x'+ydy' fortgefc^afft wer^ 

ben, umformen in bk ©leic^ung : 

__ (y— yO • t— (x— xO u=s=yx'— xy' 

an bk ®erabe M M', 

SBie in ber Planimetrie gibt ed auc^ ^ier für jeben ^unft M 
einer fpWrifd^en 6urt>e einen Äreiö, n?e(d)er mit ber 6uri?e eine 
95erül^run9 bed jweiten ®rabed l^at unb ber Ärummung^frei^ 
ber Suroe für il^ren ^unPt M genannt toxtb. ©ein fpl;drifc^er 5Ras 
biu6 r i^eift ber Ärümmungö^altmeffer für ben ^hinft M. 
Jegen wir ber (Sinfad^^eit wegen ein rec^twinMige^ ßoorbinaten^ 
Seilern ium ®runbe, unb ed fe^ y (x, y)5= o bie ®Ieic^ung an bie 
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<Sitt«e. Sie ®ua^mi m btn Rwü, ^joflen auf bfefeKen it&btn 
^xtn, t(i bann: 

1 + ax 4- by 

***"- ^(1 ^.a«+ b«).V'(l+x*+y')' 

nxnn fein Mittelpunkt N ^etd^net toirb mit(a,b). Siefe ®Iei(^imd 
ift in anbete« Somt: 

i + ax + by 

SBetben bie ©leic^uttg an bie Suwe 9 (x, y) =8 o unb aiic^ 
bte ©teic&ung an ben ^tetö j»etmal bifferenjütt unb bie SJifferen^ 

xtabetl^dltnijfepBa ^unbqcss^ , »le auc^ bie SBettt^e ron x 

- C/X ax 

imb y fjibfl nac^ §♦ 21 fbcntiftcirt fo ctl^dft man 'jum Slu^brurfe 
ber äetul^rung beö jwetteft ®tabed btei (Slctd^ungen, welche jinr 
Sefltmmung bet btet Sonflanten a, b, r beö ^tetfe^ btenen unb 
and) l^tnretd^en* 

£)ie ctfle SJifferenjialgleid&ung ifl mm nad^ einiger Umformuna : 

Dber nac^ §. 22 bie ©leid^ung an bie burcfe ben aSerül^rung^punft 
M ber Sur»e gel^enbe ^formale, in weld^er ftc^ alfo bk ^itttU 
punfte N aller Greife kftnben, tto»on bie 6ur»e in M berul;rt 
n>nbtn fann, unb unter »elc^er fic^ aud^ ber gefuc^te «^rfimmungö- 
itci^ fceftnbet 

S)ifferen)iirt man iene ©(eid^ung nod^ einmal, fo er(;dlt man 
bie ©leic^ung: 

a[py— p^x— q^y]+^[q+p^+qx'^— y]=i+p*+qy. 

£)ie erfte ©leid^ung Idfit ftc^ and) umformen inz 
(b^y) . [p +P»'-»y] + (a- X) . [1 + y»~pxy] s o, 
unb bit jweite in : 

Cb — y).[q + px + qx2— y3 + (a— x).[py— p^x— qxy]=i4-p* 

+p^x^-2pxy + y^. 

S)a6 ©lieb auf ber redeten &eitt biefer Oleid^ung (le^t mit bem 
SJifferenjiale bed SJogenö ber ßurüe im 3i^f"a«^tt^^ttf)ön3e; benn e^ 
ift nad^ S* 23: 

;., -^ 3^>/(i+p"+(y-P^^)^) , 

"^ i+x»+y- 

unb fe^en »ir: ▼sa/fi + p^+cy— px)^]; w==/'(i4-x*+y*)r 
fo i(l iene« 0lieb:c=Y«, unb bae Differenjial bed Sogend ifl bahn : 

ds sa — ^j— Si^^^n tt)ir aud btn Beiben ©leidS^ungen bie ©ert^e 
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»on (a— x) unb (b— y), fo (Ittb (te: 

v^(y — px) — qw* v^(y — px) — qw* 

ttnb "fyUvbuxi^ t|l bie Sage, be6 STttttelpunfted be^ ^tummungöfvei^ 
fed I>eiltmmt* ^on l^at a^er auc^ nod^ unmtttelkt : ^ 

v^Cy — px) — qw^ v*(y — px) — qw* 

fvorau^ nod^ jum künftigen (Sel^raud^e folgt : 

a^ 1.V •-. v^x + py) 

ay »— ox a= — ♦ 

v^Cy — px)— qw2 

5!Ba6 bte Seftimmung be6 Ärutnmimgöl^alfcmeflet^ r betrifft/ 
fo ifl jie am einfod^jlen mittelfl \>tt gortnel: 

^„„3^ v^[(^-^)' +(ay-l3x)^+fy-l>)^ 

^ i + ax-l-by 

5l8erben bie gefunbcnen S3Jert(>e fubfHtuirt, fo etl^dlt manjuttiSc^fl: 

v^t^[(p+px^-xy)^ + fx + py)^-Ki + y"-pxy)^] 
tngr« --q.w4 • 

2)a akt p + px^— xy a= pw«— y(x + py) unb i+y ^— pxy = 
w2— X (x4-py)ift fo ^at man: (p + p^^— xy)2+(x+py)2^- 
(i+y^— P»y)=w^ [(i+p') w»-.(x+py)2] = v^wS unb 
alfo: 

.. ar 

tng r = • 

— q 

^;ii6) btefer gotwel ift bie ©eted^mmg beö Ätummung6l&aIBs 
meffer^ faum jufammengefe$ter, .ate na4) bct analogen in bet 
Planimetrie. 

§♦ 27. 

2)ie »orl^in gefunbenen SBettl^e oon a unb b (tnb Swnrttonen 
ron X unb y, unb wenn man bie ©leic^ung q> (x, y) = o ju ^filfe 
nimmt, fo laßen jid^ x unb y eliminiren, woburd^ man ju einer 
Oleic^ung ip (a, b)a=o jtt)ifc|en a xmb b an eine 6uri?e gelangt, 
welche bie @ooIute ber gegebenen ßuroe, ber ©ooloente, l;eißt 

fiegt man burd^ ben ^unft N ber ©oolute einen ite berßl^rens 
ben i£)auptfrei^, fo ifl bk @Ieid^ung an il^n: 

da 

unb um feine ßage in Sejie^ung auf bie @ooIt?ente ju pnben, ttffiffett 
wir offenbar bie oorlj^in gefunbenen Sluöbrücfe oon a unb b nac^ 

db 

X xinb y biffevenjiiren , um ju bem Differenjialver^Itniffe -g- 



a. 
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jit gelangen. Die ^Ubtüit fut a urib h vonibtn au btn Uibtn 
©leic^ungen: 

a [py— p^x — qxy] + b[q + px-f qx«— y]=l+p2 + qy, 

gefunben, »eld^e baJ)et auc^ jur ginbung ber S)ifferenital»etl^dltniffe 

:t- unb rr- bienen f önnen. 
öx 3x 

©ifftrenjurt man »orlduffg bie etfle ©leid^ung, inbem man aud^ a 
tmb b aH perdnberKd^ bettad^tet, fo etl^dü man: 

|^-[l + y'-P^y] + a[py-p2i^qxy]+|^[p + px«-iy] + 

b[q+px+qx2— y] = i+p24-qy, 

unb wirb l;ier\?on bie jnjeite ®(eicr;ung iiiHxaf^itt, fo bUibt: 

3b i + y^— pxy 

3a p + px* — xy 

(S6 ift alfo bk ©leid&ung an bk bind) bm ^nnti N bet @»os 
lute gelegte Tangente: 

p + px*— xy^ 
unb biefe li^t fid^ umformen in : 

t [i + y^— pxy] + n[p+px^— xy]=x+py, 

b. 1^., in bie ©leid^ung an bk bnxd) bm ^unft M gef>enbe 9?or^ 
male ber ©pobente. SDai^er ift iebe 9?ormaIe ber 6»oIoente 
eine Tangente ber ©oolute. 

-gragen mt aUx nid^t Wo|i nac^ bem Differenjiaberl^dltnijfe 
%-, fonbern fotten bie ©ifferenjiale 3a unb db felbfl in i^m.^b^ 

da 

IS^dngigf eit »on x unb y bargejtefft tverben, fo müflfen mt aud& nod^ 
bie jweite ©leid^ung: 

a [py — P^x — qxy]+b[q + px + qx2-~y] = i+p2+qy^ 

olfo bifferenjiiren, ba^ mt md) a mb h aU oerdnberlic^ anfe^etir 
njofcei wir ba6 btitU SifferenjialperlSjdltnif , tok folgt, fcejeic^nen : 

®Iei(^wol^l bifferenjiiren wir aud^ biefe ®Ieid^ung i?orlduftg fo, ba^ 
wir a unb b atö conftant anfeilen, wdburd^ wir ju einer 95e* 
bingung6gleidg)ung gelangen, weld^e [bann txfnUf fepn wirb, wenn 
ber. ^rümmung^frei^ mit ber Surve eine ^eräl^rung ibe^ britten 
Orabet ^at 
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— a[3pqx + kxy] + b[k4-3qx + ltx*]=3pq4-ky, 

tüotin no(^ bic SBertl()e: 

v^p — qxw* — V* — qyw* 

a = > mbh^-—. ^ . # 

v^ (y — px) — pw'* V* (y — px) — qw* 

fufcffiüfirt »erben muffen, SBir werben aber, baö fpdtere Sebürfniß 
berücfftc^tigenb, feßen: 

i=a.[3pqx + kxy] — b[k + 3qx + kx^ + 3pq + ky 

unb auc^/u=A.[v*(y— px)— qw^]. 9fad[) 3efc^et;ener ©nbjlitution 
etl^alten wir: 

^=kv V* — 3 pq^w^+ 3qy^(x 4- py) + 3 q*w*y (x + py); 

imb bie iooxf)in erwähnte aSebmgung^gletd^imgilt bann^=o,n:)ofut 
wir weiterl^in einen einföc^eren Stuebrudf nac^weifen werben. JDiffes 
renjiiren wir je^t bie oben jle|)enbe Oleic^ung and) in Jpinjid^t auf 
bie Serdnberlic^feit von a unb b, fo erl^alten wir offenbar: 

[py — p^x — qxy]. ^^ +a[— 3pqx--.kxy]+[q4-px4-qx2-~y].^ 

+ [k + 3qx+kx2]b=3pq+ky, 

ober einfad^er : 

[py—p^— qxy] ^ ^ + [q + px + qx^— y] .^=Z; 

unb wirb f^iermit bie im §. 27 erl;artene ©leic^ung: 

[i + y^— pxy] . j^ + [p+px^— xy] . ^-^ = 0, 
t^erbunben, fo ftnbet man bk beiben fofgenben Slu^brücfe: 

?h = — /"^^ (i + y^— pxy) c-s i^9x (p+px'^— xy) , 
[vHy-px)-.qw2]2 "^ [v^(y-px)~qw^j^' 

worauf wir no^ fogleid^ bcn fofgenben l&erleiten: 

adb— .bda=--— ^ — * 

[v^y — pxj — qw^J^ 

Silben wir nun, um ba^ S)ifferenjial be6 Sogenö ber ©ijolute 
ju finben, mi^t^ wir mit da bejeic^nen woßen, btm Slm^brucfe 
vdx=vr[ax«+ (xdy— yax)2 + dy^j,d^nlic^, bm 2tu6brurf v' ;3a«a 

[/Öa« + db« +,(adb— bda)^], 

fo erl^alten wir offenbar jundd^fl: 

s ;v , jugx /[(i -f y"-~pxy)" + (X + py)^ + (p + px^— xy)^3 
'^•^^-- £v\y--px)-qw^P 

©er ^ier im Sdl^ler oorfommenbe SBurjelauöbrurf tarn aw^ img» 
26 vor unb i|l=i«<'(v**w^j; bal^er ^at man: 
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' 3 — ±tidx.yw 

SBir tUben ou4 dj^nlic^ bem Slti^btucfe w=v^(i + x^+y*), 
ben Slu^bnicf w'=i/'(i + a* + b2) unb ctl^aften: 

"" , [v^ (y — px)— qw2]2 

©iefer Slu^btudf tebucitt (tc^ ouf : 



w*= 



w« 



[V2(y_px)_qw2]2 

S5a^ ©ifFetenjial be^ Sogen^ bet (Spofute aitt ijl : 3a = 
tmb alfo: 

/Ja = + ■ • 

-v«^4-q^w« 

©iefeö ©ifferenjid formen wir nod^ weiter utu, tnbem wir hm 
Ärftmmung^l^albmefier für ben ^mtt M ber ©Dolrente einfül^ren, 
woburd^ wir furetfl erhalten: 

dff=± — 5 — r cosr^ 

^ , — ötng r Söv 33w 3q .- . .- ^ , . 

S)a akr —^f-^- ":;;— -^ tjl, fo ijl «ac^ emiger 

JRebuction: 3 tng r^-ax.lng r |-5pqw-^5^qy(x + py)_ 

L(lJlPL5_i^l obera tngr= i^=^^ 

unb wirb l^ieri^on ®ebrau(^ gemac^f^ fo ^at man für ba^ 3)iffes 
renjial beö Sogen^ ber @ooIute ben fofgenben einfachen 5Äu^brucf : 

unb alfo: <r=r+const. ^Tlfo and) für bie (Bpf)&nt gilt ber in ber 
^Planimetrie tefannte ©a^, ba^ bie Ärfimmung^^altmeffer 
einer Suri^e oon ben jugel^örigen Sogenldngen i'fyttt 
@t)olute nur um eine Sonflante oerfc^ieben finb, wo^ 
burc^ bie Benennungen „ßoolute unb @t?o beute" aud^ ffir 
bie ©pl^iJrif gered^tfertigt finb* . 

©d^Iieplic^ ifl nun offenbar^ bafi bie im §• 28 aufgeflettte ©e^ 
bingung^gleic^ung^=o, woburc^ eine ©erüi^rung be^ Ärümmung^s 
freifed oom l>ol^er ate jweiten @rabe angejeigt wirb, aud^ burd^ bie 
Sebingung^gleic^ung ör=o ober d tng r=o erfeßt werben faun. 

§♦ 30. 

Um au« ber gormel tng rss— , welche ftd^oorWuftg Wog 

_ q 
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öiif ein ted^tttJinWtgea Soorbinaten^Sijftem U^Wf eine aOgemeinete 
%t>tmd j^erjttleiteni füllten mx juerjl baö Sifferenjial fccö »ogen^ 

ein: ds= — r/ alfo: — = :c— ^ unb ballet: 

?Q}itb nun je^t bie erfle 2lre «m einen SBinfel « unb bie 
jmeite um einen SCBinfel ß fo gebrel^t, ba^ ber neue 3lren»infel bit 
®rßße txf)äit, fo ijl: 

unb e6 ge^t babutd^ uter x in x cos « — y sin fl, y in x siaa4- 
y coi ß; wirb l^iervon ©ePrauc^ gemad^t; fo »erwanbelt (?d^ : 
By^B^x — öx»3*y in (3y. d^x— -dx^S^y) . lin <9, 

unb e6 tjl alfo nun bie neue formet : 

^^^^^ ; (wds)» 

^ Oy d^— dx , d^j) . sin 0* 

@ie gilt ie^t für ieben ^xenminf e(^ unb trenn man wieber jut 
ttWfitjttngfe^t: p=^ unb q= ^; fetner: ▼=/(! +2 p cos 

+ pa^.(y_px)2 sin 02yy„5 w=r/(i +x* + y^ + ^xy cos 0), 

fo Ifat man ben einfad^eren ^u6brucf : 

9Birb bei? 9(6ftanb beö ^nfted M ber Surre rom S(nfand^# 
punfte V bur* g teAeid^net, fo ^at man offenbar: w = 

cos ^ 

S. 31. 

3Die 9?atur einer fp^dtifc^en (Surre Wgt (!d[> oft fe^r tequem 
burd^ 6entrafc6oorbinaten auöbrucfen. 5?e^men »ir ben früheren 
anfangöpunft V jum Zentrum, bejeid^nen »ir bit Function tng r 
mit X unb bm Eintel MVX, welken ber 2eitftraf;l f beö $J)uufe 
M M mit ber rorigen erften 3(re VX einfd)Iiegt, mit v, fo f{nb z 
unb ▼ rerdnberlic^e ®r(^en, beren Bufammenj^an^ bk ©leic^ung 
9 (z, v)=o on bie (Surre angifct. 

einb nun arc (tng =:x) unb arc (tngt=y) bie tec^ttrinfeligen 
(SiensSoorbinaten btd ^unfteö M, fo ifl: 

x=xz COS V unb y = x sin V, 
alfo: 3xa= — z siD v.dv + cos y,dz unb 3y = a cos y öv + 

sin v«dz; bal^er n^eiter: 
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9»x = — f. cos V dv* — 2 sin v , 3v . Jz + cos ▼ ♦ d% tinb 
J^y«: — z sin v/9v^-f 2 cos v. äv , 3z 4- sin v.d^z. 

Die ©utflitution tiefer ?luöbrücfe gibt: 

* / cos^ 

ydx— x5y=— t«.dv unb dx . a'^y— 3y-3*x*«« • dv'— xd*x • &v 

4- 2 dz* ♦ 3v. 

Da^er i(l ba6 2)iferen)ial bee S3cgen6: 



dscs r^ ■ ♦ 

i+z* 



Sur bie »irflic^e ^ntvettbung l^at e5 ie^t bie in vielen SdHett 
Bequemfle (^orm. ^an tann i^m aber au(^ bie fotgenbe geben: 

as=/0^*+sin ^^3v»). 
S5ie Söttnel für ben Ärummung^l^albmefler r tft: 

*°ß''-x2;9v»-z.aaz.3v+29z«.av* 
Sie Sage einer SBerü^tung^Iinie tflbeilimmt.bntc^ ben SBinfel^ 
welchen fte mit bem ßeitftta^le einfcbließt; unb mefcfeer bur(^ g> be* 
jeic^net fepn niög» ©erließt \i\t jur Sfbfciffe x gehörige äfpplicate 
(fenfted)te) y' mit ber 2angente ben SBinfel « unb mit bem 
ffeitflra^Ie q ben SBinfel /9 ein, fo ift offenbar: 

9sa_/}; tDgosscosy'.-^-; unb tng |Jä:_H--. 

•* dy siny 

SBeil nun aber tngxatog ^.cos v unb sin y'asin ^.sia ▼ \% 

fo %qA man nadj^ einiger Slebuction: 

cos T . 3« — sin Q . cos p , sin v . 3t , 

Ins quiT ■ , ^ I _ . 

sin v.cos ^«3^Hh^in ^ cos t « 3^ 

cos V 
tng /^B= : ; 

cos q * Sin V 

. - tng « — tng fi 

nnb ba tng 9 « — f — 2_^ \^ ^^ jj^^ ^^^ 5,^.^^ ^j^ g^l^ 

l-f tnga. tng /? ^ 

flUtttto» ber vorigen üu^brudFe bie folgenbc etnfa<^e fformel: 

dt 

tngysxsin^.^ • 

Qq 

%. 32. 

2>er Jtrümmung6l^a(bme(fer einer Suroe ftel^t in einem überaus 
einfachen Suf^mmen^ange mit ben 2Binfefn, unter toefd^en ftc^ bie 
auf einanber folgenben Tangenten unb Normalen ber (Surre fc^nei^ 
ben. 3u biefem Snbe entwicfeln xcXx juoor eine aKgemeine Formel 
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jut Scflimmimg be6 SGBinfefö, unter mefc^em ftc^ bit nad^ einem 
®efe^e öuf einanbet forgenben ^aiipttnift fd^neiben. 

@inb in bet eMeic^ung P . t + Q.u = i bie ©roßen P unb Q 
Functionen r>on irgenb einer unb berfelben btitttn ®r5ße unb ba\)n 
Functionen pon einanber, welc^eiwtt burc^ v (P/ Q) = <> anbentm 
tüoUm, unb dnbert ftcj^ P um AP unb Q um AQ^ fo erhalten 
roit bie @Ieic^ung: 

(P+AP/)-t+(Q + AQ).u=i, 
an einen jweiten ^auptfreie, welcher feine SRic^tung um einen 
®infel=A<](>, uerglic^en mit bem i^origen, gednbert 'fyat 

Der SQ3inW A9 fann nun noc^ ben im §. ii enttt>idfeften 
angemeinen Fot*meIn gefunben »erben, unb ed i(l, totil ber Slren« 
»ittfel ein rechter fe^n mag: 

8 ^"^^ i+P^+Q^ + P.AP+Q. AQ . 

®el^t man nun )u ben ®rdnjen über, fo oerwanbelt fid^, mnn 

AP 3P 
P unb Q etwa Functionen oon x jtnb, ba6 Serl^dltniß-r^ in -l«» 

. . AQ. 3Q , tng (A9). dg) ^ t ^ . ^ 

eten fo -r-m 3- unb ^^ ^< m ^; ba^er l>at man benn: 
Ax dx Ax • dx ^ '^ 

. VOP'+(Q9P-P9Q)'+aQ^) . 

^^ = i+P^+Q^ ' 

unb »on biefer Formel »erben »ir fogleic^ SInwenbung mad^en. 

§• 33. 

9lel^men wir juerfl bie ®Ieid^ung an bie Sangtnte ber Surt>e, 

Me wir, ^ für p fd^reitenb, jundc^fl alfo barfteffen : -^ — ^ — - — "^* / 
e^ ift m arfo: P= --^ unb Q=s ^=^ • 

px— y px— y 

©ifferenjtiren wir tiefe teiben ®Ieid^ungen, inbem wir 9 = "^ 
feßen, fo (efommen wir: 

(px—y)» (px— y)^' 

unb l^ieraua fofgt: P3Q— Q^P^: "^^' • 

Sejeic^nen wir nun ba^ aBinfelbifferenjial für bk Sangenten 
ber 6uroe mit 3i^ fo l^aben wir offenbar, mm wir bk im $. 26 
feftgefleOte äSejeic^nung wd^Ien: 

3«=— ^i — 
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(Si mar aber bie gonnel für ben ^rummung^H^iBefrer r: 



v^ 



tngr= r- i 

ba^er t(l: tng r . 3«= — ^ ; unb ba bad 2)ifferenjial bed SSoflen^ 



w 



3»=^-^, fo ift offenbar: 

05 = tng r.ä«. 

J)er SffiinPel da |)eiflt in ber ^lanimtixit ber 5Bmfd bet 
gontingenj. 3u einer eben fo einfachen gormel iäfytt au(^ bad 
SBinfelbifferenjial ber 5?ormalen einer (Sur»e. 

Die (öleic^ung an bie 9tormaIe tfl: 

i+y^— pxy p-fpi»-~iy 

»+py *+py 

x+py i+py* 

X)ttr(9 S^ifferenjüten flnbtn tvir ^tetauö: 

^^ (x+py)' ""^^"^ Cx+py)» ' 

(x+py) 

Qx + py;» 

2 2 

gemer finbetman: 1+P^+Q*=r— ^ — r^» aSejeic^nen »it 
alfo ba6 flefuc^te ©infelbifferenjial mit dß, fo ^aUn wir: 

3^« 5 — r — ^* 

v3t 
Da aber bad 2)ifferenjial bed Sogend t|l: 3s=— -/ fogel&tbte 

•TT 

t^ormel Aber in: 

nnt mirb ber j^rümmung^l^albmeffer r eingefül^rt, fo iat man : 

3n ber Planimetrie fdfft befanntlic^ biefe ^ormzl mit ber 
porigen jufammen ; ^ier hingegen ift wenn »ir ds tliminiren : 

3a = cos r. dß, 
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I 

tinb olfo d/^ imtnet grftßcn cit^ da. Jfflenn xoix r elimtnireö, fo er* 
I galten toit andf nodfi 

(S^ HeiW itot^ bie (Jtmittelnng eitteö Vn^tnid^ fut ten 
Äriimmunge^dlbmefier r einet Sutöe in bem gaUe ühig, boß eine 
®tei(^unfl 9» (^/ 0==o iwtfd^en ber Slbfciffe i unb fenfrec^ten 51ppli^ 
Mt z be^ ^unfte^ M ber 6urpe gegeben i(l. 9Äan fdnnte bie ge:: 
^ö)U Sovmel efcenfalT^ aii6 ber im §. 26 für tng r gegebenen 
burc^ bie im §♦ 24 angejeigten ©utilitutionen l^erleiten ; man fann 
fie aber auc^ auf folgenbe Slrt l^erleiten. 3(1 a bie ?lbfci(fe unb b 
bie jugel^örige Slpplicate bed SKittelpunfte^ N be^ ^efud^ten Ärfim« 
mung^f reifet, fc ifl bk ©leid^ung an benfelben : 

I cos TÄsin b , sio z + cos b . cos z . cos (x— a), 

welche «benfiaire j»eimöl bifferenjiiTt »erben mu% wobei reit aber 

fe^en : 

^ dt _ 3(p.cos 2) 
p= tr-- uno q= 5 * 

'^ dz oz 

Duri^ einmalige^ ©ifferenjiiren erl^alten wir mm bit folgenbe 
®lei((>ung an bie Normale ber. Surve: 

tng b = tng z , cos (x — a)4-p .sin (x — a), 

Surc^ »ieberl^oltee ©ifferenjiiren finbet (Id^: 

i + p'* cos z' 
tng (x-a) « ^- 

cos z (p sin z — :—- cos z) 

Se^n wir nun jur ?lbf urjung: 

Vssl + P^'.COSZ*, 

mb bemerken wir, baß— q=p sin «— ^^ cosz ijl, fo l^abenwir 
}ur Sefliramung ber Sonjtante a bie gormel : 

tng (X— a)= . 

*• <J COSZ 

«Ifü ijl: 

y — qcos z 

aSerben biefe 5ludbrürfe fubflituirt, fo flnbet fl<^: 

tn h„ pv— qsinz 

IDal^er ijl nun aud^: 
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sin bs= ■ ■ unb 

V (▼* -4- p^v* — 2 pqv sin z + q*) 

v'^fv' + q* cos z^) 

cos h s= — ^^ *— , • 

y^^y«^p2y2 — 2pqvsinz + q*J 

SCBetben aud^ tiefe 2Bert|>e tn ber formet: cos rÄsIn b sin z 
+ COS b cos * cos (x— a), futflituitt, fo ftnbet fk^: 

pv sin z — q 

cos r = *— — — ^ — * y 

^Cv*4-p*v* — 2pqv sin z4-q*) 

obet einfocjet: tngr= -, — -— . 3?ac^ biefer S^rmel i(l bie 

aSerec^nung bed Ätummung^l&altmefferö in töteten %äUen fel^t 
Bequem. 

9Ran wirb nid^t uBetfel^ett, baß, wenn ber i?on ber Söngente 
uttb 2(pplicate eingefc^Iofiene 2Binf el mit i fcejeic^net wirb, man l^abe: 

tng issp.cos z; 3z = 9s,cos X imb 3x . cos z = ds.sin X, 

T>a tnhlid) baö Siffetenjial be6So3en6if^^s=/(^z» + cosz^^x•), 
fo f)at man aud^: ds=dz •'(i + cos x* . p^) «äx , /v, pbet tüds 
3s* 1 

öz* cos i* 

5* 35, 

Q6 tfl tm % 2& (ewtefen werben, baß mit ieber Suroe, beren 
©leicbung unter 9 (x, y)=o »erflanben würbe, eine jweite, beren 
©leic^ung mit v Cx', y') = o bejeid^net würbe, irt einer fold^en 
SBed^felbejiel^ung fle^t, ba^ bit fpl^drifc^en OTittefpunfte ber 83e«! 
r&brungdlinien ber einen (ic^ ieVe^ma( in ber anbern Surpe (eftn:: 
ben. Sebe 5?ormaIe ber einen 6uri?e ifl ferner auc^ eine Normale 
ber anberen. ©ine unmittelbare golge ^iert>on afcer ijl, ba^ bie 
teiben ßurpen biefelfce @t)olute l&aten. Um jebod^ biefeö ®efe^ 
auf bem SCBege ber Sled^nung ju fceweifen, wenben wir auf bk 6uri?e 
V C^\ y') = o bie im §. 26 feftgeflettte aSejeic^nung an, nur ba^ 
wir ber Unterfc^eibung wegen iebe^mal ein Somma beifiigem 3ft 
M ober (i, y) ein ^unft ber erften ßurue, unb wirb bit jweite 
Curoe »on ber 9tormaIe bed ^unfteö M in M' ober (x', f) ge^ 
fc^nitten, fo ift nac^ §. 25: 

y— px 





X 


y— p» 


«Ifo:p'=: 


— X 

y 




ferner: q'= 


■ qy' 
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— 1 



▼* 



ttttbiy'-— pV= 

Cegen n)tt nun an bin fPunft M bet erjten Guttue einen ^vumungd^ 
trti^, beffen SRabiu« r unb SWittelpunft N ober (a, b) fe^n ma^, 
unb legen »tr eben fo an ben ^unft M' bet jmetten 6uiDe einen 
Ärümmung6frei«, beffen SRabiu6 i' unb SÄittelpunft N' ober (a', b') 
fe^n mö9, fo t(l nac^ §.26: 

V (y — P^J — qw 

unb »erben l^ierin bie t^or^in angegebenen 2Bertl^e fubfHtuirt, fo 
^,t man: .'= J'^P-^"' ^ , obet: a'=a. ®a«s rten fo finbet 

v*(y — px) — qw* ^ 

man: b'=b; b. 1^-, ber ÜKittelpunft N' ijl mit N berfelbe. SJal^er 
l^aBen benn bie beiben Surfen biefelbe Qr>oluU, toat^ ftc^ auc^ por« 
^erfe^en (iefl. 



r'=^iftfo 



t)a ferner tng r' == .i ift fo flinbet man burc^ bie ®uh 

— q' 

flitution ber SBert^e ron v', V unb q' ben Slu«brndf: 

tng r'eai ±_1_, ober att(^: tng r.tng r'«±i^ unb alfo: 

r-|.r'=90*, ober: r'— r=90*. 

66 Meibt noc^ übrig, rom S)ifferenjiale ber glÄc^e ju j^am 
*eln, wobei »ir in Fig. i bat, »ieredf VPMQ, beffen ®rbße ==f 
fetjn mög, betrachten. J)en ^unft M bejeic^nen »ir mit (i, y); 
ben spunft N mit (x+Ax, y) ; ben q>unft N' mit Cx, y + A y) 
unb ben ^mti M' alfo mit(x+Ax,y+Ay). Da6 SSierecf MNM'IN' 
t(l offenbar = A f, unb i(l alfo baö 2)iffereniial df »on ber gorm 

ober ein Soppelbiffereuiial. Tlel^men xoit nun oorMuffg an, ba0 
ber ?lrenn>inW = 90 ** ift fo i(l im Sierecf VPMQ offenbar aud^ : 

p=:Q=90^, unbalfof«PMQ — ^ , mm ber ^a\>\\xt> berÄugel 

*» i gefegt isit^» unb alfo auc^: 

sin fciia VP.sin VQ, 
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ober «tn f= : — ~ ^. 

J^ierau^ jiel;en wir, wenn Woß x aH »erdnberitc^ angefel^en wirb: 

af^ y3i 

©ifferenjüren irit ncc& einmal, tnbem and) j aU »erdnbetlic^ ans 
gefeiten wirb, fo l)aUn wir ba^ gefud^te Soppelbifferenjial : 

af = ^"'^y . . 

IBejeic^net ^ ben ?l6flanb beö «Punfte^ M pom SlnfangöpnnKe, fo 
ijl alfo : 

njof&r auch bie einfad^en Sntearale / 7- ^ ^^, , ,: — rr unb 

y — ; — .^ ^ ". „ . — ;.an bit ©teile aefeftt werben fßnnen. 

S. 37. 

Sticht mel jufamntengefe^ter ijl bie für itbtn Slrenwinfel v 
geltenbe J^ormel für bnö S)ifferenjtal ber SWc^e, 

Sejeic^nen wir ndmlid) ben SGBinfel PMQ mit y (x, y), fo 
tjl ber ' SBinfel XPM=:^ (x, y) für y=o ober yj (j, o) unb ber 
SBinfel yQM=v' Ch j) fü^ ^=0 ^bn v (o, y). SBirb nun ber 
Snr;alt be6 Siererfö VPMQ mit f tejeid^net, fo ift offenbar : 

f=V' (x, y)+C^— V'Co; y)] + ['r— v(^> o)]+v— 2^, 
ober auc^: f=v^(x, y)r-v'(o, y)— v^C^f <>)+▼• 
Differenjüren wir biefen Sluöbrucf in ^injic^t auf bk SSerdnbers 
Iict>Eeit vm x unb y, fo ^afcen wir: 

^nn ijl ater nac^ §• 6: 

r ^ — si" V * v^(i4"X H-y *+2 xy cos v) 
'S»» VC«/ y;- ^(i+x^ sinv^)V(l+y^sinv*) 

. cos V — x.y.sin v* 

unb cos yß (x, y) = 



2)ifferenjiirt man in Slnfel^ung ber Serdnberlic^feit oon X; fo er* 
^äit man: 

?w(x y") - sm V (y+x cosv).9x 

OfV , 7J - ^^^^, ^j^^.^ ^(^+xa^,y^+2xy cos v) ' 

©ifferenjürt man biefen ?lu6brucf wieber in Slnfel^ung ber Set« 
jSnberlic^f eit von y,fo ^at man enblid^ badgefuc^teSoppelbifferenjial: 



1 



3f== 
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sin v.dx.dy 



l^(i+x*+y'+2xy cos yy' 
tbn tüdPwdtW: f == sin v . // cos ^^ äx , 3y . 
Sntegritt man »trflic^ md) 3y, fo erl^dlt man : 

-v^ sin V (y+x cos v),9x . ^ ^ 

" (1+x* sin v»)i^(l+x*+y^+2xy cos v) 

©off baö Snfegral für y=o r>tx{d)Xoinbtn, fo tjl: 

X sin V cos V 
const.« (i+x«sin y»)./(1+i')' 

unb alfo wie oten: 

9Wan fann an^ bie formet f=sin t. ff cos g^dx.dy auö 
btt Ä^nlic^en gotmel f=//cos ^'.dx.By im §♦ 57 j^erleiten. 

@ö d^f)t ndmlic^, wie aUgemein fcefannt, tin ©oppelintegral 
ffy.d^ . 3y, wenn Pöx+Qöy füt dx unb P'ax+ Q'dy für dy 
gefegt toitb, üHt in 

//V(PQ'-FQ).9x.ay. 
Sine fold^e ©ubftitution mfiffen wir aber t^orttel^men, wenn wit bk 
aiidjtungen bet kiben Hxen «m bie 2BinfeI « unb /? fo oerdnbem 
ba^ v:=90**— (a— /?) ifl, Sabei gel;t über 

3x in 3x.cos a— 3y.sin ß, 

dj in dx.sin a+3y*C05 ß , 
unbe^ifl affo: P = cos «, Q=— sin /?, P'=siu «, Q = cos ß; 
bal^erbenn: PQ' — FQ=:cosacos/5+sinasin/?=co5 («—/?) sssinv, 

mb e6 gel^t alfo 

cos ^^3x.9y ober in »in v.cos g^.d^.dy, 
wie bel^auptet würbe. 

2Bir formen aber bai Sntegral (—ff cos g\d^.dy ntdf an^ 
ber^ um, inbem wir bie im §♦ 31 angewanbten ^entral^Soorbina^ 
ten einfuhren, wobei wir wieber tng ^=z fe^en. Q^ ifl nun: 

3x= — z sin v^äv-f-cos v.3z, 
3y= z cos v,9v+sin v,3z; 
unb alfo : P«s—» sin v, Q=cos V, P'=z cos v, Q'=5:sin v; bal^er 

ifl: PQ'— QP'= — z, unb bemnad^ ba^ gefud^te 2)oppelinte3raI : 
3ntegtittn wir nac^ «, fo befommeu wir: 

gfss — cos g . 3v-j-37 . const 

©off bad integral für ^=o oerf^winben, fo ifl: conste+j, unb alfo: 

3f«Ci^cos ^).dv=:2,(sin % g)\dy. 
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®d fel^It noc^ bU gormel für beti Oebraud^ bet Slbfciffen mb 
ingt^bti^m fenf rechten Slpplicaten» 66 fe? « bie Sfbfciffe unb ßbk 
juge^orige fenfrec^tc SlppKcate bee ^untM M, fo {jl: 

x=:tng o unb y = ^ » alfc: 7-7—. = 3« unb 

cos a 1+x 

y tfiff JS 

f = /sin /I.3«. 

9>on ber fpl^drifd&en i£i)Hoite unb Äettenlime. 

9ta(^ ben fpl^(SrtfdE>en Äegelfc^nitten ftnb unflreitig bie fpl^drt- 
fcRe ßi)f(otbe imb and) bk fpl^drifc^e Äettenlinie bie bemetfenö* 
KTcrtfeeflen Sutt)en. 2Benn ein Heinet Äreiö, beffen Sentrum C unb 
bi^en Sflöbiu^ CM=CN=r (Fig. 7) i(l, auf einem ^auptfreife ber 
^ugel AB fortrolft, fo befc^reitt ein ^nntt M jeneö i^reife^ bie 
fpt^dvifd^e ßpfloibe AFB auf bn Äugel, unb eö ift »enn M i^on 
A auffliecj unb auf B l^etabfommt, offenbar ba^ ©tßdF AB be6 
^auprtteifeö gleich bem Umfange beö Keinen Äreife6, b. 1^.: 

AB=2ji sin r. 

Setül&rt ber erjeugenbe ^reiö ben ipauptfreiö AB in einem anberen 
fünfte N, fo ijl ba^ ©tücf AN beö Jpauptfreife^ ekn fo gleidE> bem 
SSogen MN beö Beinen Äreife6. 

3(1 nun ber äßinfel MCN=:^9 , fo ift ber Sogen MN=ty sin r, 
unb alfo: 

AN=y sin r; bälgen BN=(27r— •9).sin r . 

Sil Y ba^ fpl^dirifd^e (Sentrum beö §auptfreifeö AB unb E bie 
«Witte oott AB, fo jiel^e man YMP, YCN, YFE, unb e6 tft bann 
offenbar bk S^Hoibe AFB in F l^albirt; aud^ ftnb AP=x unb 
PM^sz bk Slbfciffe unb fenfred^te Slpplicate be6 ^punfteö M. 
28irb nod^ bie ©el^ne MN gejogen, fo l^at man; 

PN=9) sin r — x . 

©6 iff nun weiter: cosMN=cosPN,cos PMsscosMC.coiNG 

4-sin MC.fin NC. cos y, ober: 

^ cos r^-Usin r**cos 9 

cos (q> sin r— x) = ■ - ....... (iL 

cos z ^ ^ 

3m Sreiedfe MCY t(l offenbar: «in MC.sin MGY=sin MY. 
»in MYC, ober: 

. sin r.sin tp 

sin (od sin r — x) = • ~— •.*.,. (2\ 

^ cos « . ^ "^ 
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Äitc^ f^at man no(^ im Sretedfe MCY : cos MY=cos MC . cos CY 
-f-sin MC sin CY cos MCY, ober aiic^: 

sin z = sin r.cos r (1 — cos 9) (3). 

S)tefe ©letc^ung tann man aber auc^ aU eine ^Ige ber Reiben 
»ortgen barjteHen^ irenn man jene jum Üuabrate erlebt unb bann 
öbbirt, tt>oburc^ offenbar bie ®r6ße (<p sin r— x) axi^ i^nen eli» 
minirt wirb, ^an i)at aber auc^ nod^: 

- . V sin r sin cp 

tng (9 sin r— x) = j-— : -^ (4)» 

° ^ ^ cos r*-j-sin r*.cos (p 

9iaä) bin beiben lefeten JJormeln, bie auc^ nod^ umgeformt werben 
Knnen; fann man aix^ bem 5SinW 9 bie ®rößen x unb z be^ 
rechnen, unb wenn man ben SSinfel 9 eliminirt, fo er^dlt man 
eine ©leic^ung jwifc^en x unb z, bie wir burc^ x(jy z)=o anbeu« 
Un, aber nic^t wirflic^ aufileOen,, weil ite nid^t einfach genug ifl. 

S. 40. 

^ sin z c . . sin 2 r — sin z 

SDa 1— cos «Ä -: unb l+cosg) = — : 

sm r cos r sin r cos r 

i% fo f)at man nod^: 

V^(sinz.sin2r— sinz*) ^^ ,^ •/ sin z 

sin <p = ; unb tng % flp =|/ ; — ♦ 

sin r.cos r ^ /■ ^ sin 2r — sinz 

9(u^ biefen Gleichungen ftnbet man für ba^ S)ifferen}ial oon 9 bie 
Sormel : 

d<p^—, ^^Lfi^L, (5). 

V^(sin z.sin 2r — sin z*) 
*^. c»/* .. -r c rv ^ . ^ . ^ sinr.sin« 

5IBir bifferenjuren auc^ bie gormel sm (9 sm r— x)s= 

unb erl^alten: 

-. * sin r (cos z cos <p d<)P-|-sin 9 sin z 3z) 

sm r.dy — dx=-: ; Tl — = 1 ^ ' 

cos z (cos r -f'Sm r cos <p) 

ober, wenn wir auf ber redeten (Seite 9 unb d(p fortfd^affen : 

. ' -. ^ (sin r COS r sinz* — sin z4-sin r cos r) 3z 

•m r . d9— dXÄi: — ^^ : : . ., . r— : -♦ 

(cos r cos z — sin r sin z cos z) . y (sin z . sin 2r — sm z ") 

2Birb flud^ nod^ sin r . d(p auf ber linfen ©eite fortgefd^afft, 

-\ 

unb ba^ £)ifferenjial?S5erl^dttniß ^— mit p bejeicbnet, fo l^at man : 

(7Z 

tng z,(cos r — sin r. sin z) > ^ 

p :s - ■ -. : — : — - ♦ • • ♦ *\p)t 

V^(sm z,sin 2r — sm z*) 

unb biefe* i(l bie gefuc^te, wie man fielet, jiemlid^ einfache ©iffe« 
tenjialgleic^ung ber fpl^drifd[)en St)floibe. 

2)ur(^ gleiche @ub(litution ftnbet man aud^ nod^: 
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. V^($in z sin 2r — sin z*) 

sm (asm r — x) = ^ Uttb 

^ cos r.cos z ^"*^ 

cos Fr- sin r sin z 
cos (flp siH r — x)= ■■ # 

cos r cos z 

V^(sin z sin 2r — sin z*) , ^ 

dfo: tng C<p «Iß r— x)= : : • . • •(7). 

" cos r — sin r sm z 

2(u^ biefen gotmcln ftnben wir nun fd^on je^t ein temerfenö* 
wetfl^e^ aiefultat 

Sejeid^net man ndmlid^, wie im §, 24, bie (Subnormale mit n, 

. ^ , tne z ^ ^_ /'(sinzsin2r — sinz*) 

fo ^at man: tng n= — ^-,unbalfo:tngn= ^ — ■. — . ; — ♦ 

2)a{;er l^at man benn: n = 9). sin r—x, ober: n=PN^ wie in 
bet Planimetrie. 

Um bal;er an ben spunft'M ber 6t)floibe eine lam 
gente ju legen, jiel^e man bie ©el^ne MN unb errid^te 
b.arauf in M ein fpl^drifd^eö ^erpenbifef, fo ifl e^ bie 
gefncf^te Slangente ber (Suroe. 

Slber biefe ©igenfc^aft i(t außer ber ©ntflel^ungöart oteffeid^t 
bie einjige, weld^e bk fpl^drifc^e SpKoibe mit ber ebenen gemein ^at 

S. 41. 

SBenben »ir nun bie im §♦ 34 genxIl^Ue Sejeic^nung^art an, 
naä) welcher: v=i + p^cos z* unb ta^ ©ifferenjial beö a3ogen6 
i(l : 3s = 3z . v^v, fo erl^alten wir : 

sin 2r — sin z sin r* 

v = cosz*. : : ' 

sm 2r — sin z 



alfo: 3s= cosz,9z|/-- — r 



r — sin zsin r* 



sm 2r — sm z 

«nb man überfielet fc^on, ia^ bk Integration auöful^rbar ifl, ol^ne 
i;nenblid[;e 9?eil^en anjuwenbem 

2Bir formen jeboc^ biefeö S)ifferenjial noc^ um^ inbem wir 
oom SWittelpunfte G be^ erjeugenben Äreife^ auf bk 9tormale MN 
ein ^erpenbifel CS fdifen, b^i[tn Sönge wir mit k beieic^nen, um 
ba^ ©ifferenjial beö Sogenö baburd^ auöjubrudfen. . 

ed ifl ndmlid^: 

<P X 1 c ^-- , sin r cos '/ <p 

tng r . cos -.= tng k, unb alfo: sin k =— : , . 7 ,v 

2 "^ 1/^(1 — smr*sm % y*) 

. , sin r*.(l4-cos op) . ^ ^ ^ 

ober: sm k* =--— : — 77- ^ ; unb ba aud& nod^ 

. . sin 2r— sinz ^ sin z .« . ^ . 

i + cos9=--^ — unbi— cosy=-: tfl, fo bat 

sm r cos r ^ sm r cos r 
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. . i/ s>n 2r — sin z 

man offenbar: sm k=sin r ,y -* — : -. — ^p 

sm 2r — sin z sm r* 
. - , . . sin 2r / cos r\ 

ciet tudfttjdrtö ; nn 2=—: — - (i r-V 

sin r^ \ cos k*y 

. ^ - 2 sin 2r . cos r* sin k . 9k 

bafeet: cos z,dz=3 : ; • ---• 

sin r* cos k 

SÄtt^in erj^alten wir füt ba^ 2)ifferenjial bed Sogenö ben folgen* 
ben einfoc^en Sluöbrucf: 

(Js=4 cos r^. =— • 

cos k* 

SWad^en ttJir mm »on ber im i>ictten 95anbe (Seite 290) be6 Sour^ 
nale^ für bie reine unb angewanbte SJlatl^ematif tefd^tiebenen ßdns 
gefnnction Oetraud^, fo ijl: x 

s = 2C0S r' ( £k + — -r^^ , 

\ ' cos ky ' 

wenn ba6 Sntegral für k=o Derfd^winben, b. 1^., bie Cdnge bed 
Sogen^ »on ber 5Witte F ber (Surt)e an gered^net werben foB. Sfl 
alfo CS=pk, fo ijl ber Stegen FM=s. 

§. 42. 

^nö) bie Onabratur ber ßpHoibe gelingt^ ol^ne imgefd[>Ioffene 
Sluöbrudfe anjuwenben* S(l 5^ ba6 3)ifferenjial ber gldd^e, fo 
Ij^at man nad^ §. 38: 3F=sin z.di, unb alfo: 

^« cos r — sin r.sin z ^ . -> . 

dt=— r,- -— : ^*^^& z'.dsm z. 

V (sin z.$in2r — sinz") 

©e^t man jur SlWürjung n=sin z, fo i^at man: 

_ u* 3u cos r — u sin r 

1 — u* \^ Ctt sin 2r — u*) 

35{e Integration biefer JJormel gelingt am tequemjlen auf folgenbe 
SBeife. SBir jerlegen ba^ Sifferenjial in: 

__ (cos r — u sin r) 3u (cos r — n sin r) gg 

"^ (1 — u*).t/'(u sin 2r — u*) y/' (u sin 2r — u^) 

&tM man nun: 

V^ (sin z sin 2r — sinzJM 

tng tff Ä . ■" ^ 



sin r — sm z.cos r 
sin z 



I / s 
unb sin tf = K -T 



sin 2r 



/- 'A -. f^os r— n sin r) 9a ^ - Sa 

foijl: 3^ — /: rr — :n r-— — rr mb Öa=r-r: — :— r Tf 

* ' (i — u*)./(usm2r— u*) 2v^(usin2r— a*)' 

^ (cos r — u sin r) 3tt 

alfo: 3[2cosr'.a— siar./(usin2r— .u')]=--r7 : — -• 

' *■ . ^-^ V^(u sm 2r — u*) 
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^af)tx f^at man benn: 

f=^— 2C0S r'*a— sin r.V^fsin z sin 2r — sin z*)4-const. 

®oU ba6 integral für z = o perfd^winben, fo tfl: const==o; 
mb mü man bk ^dlfte AEFA ber ganjen ?(tea |)aben, fo f)at 

man z=2r ju fefeeU; »oburc^ v'=^ u«^ «= ^ w^i^^* 35al^^i: ijl: 

^EFA = ;r — TT cos r*. 

Um ju ber ©eted^nung be6 Ärümmun3^f;al6meffetd füt bm 

^mti M ber 6urt>e, »eichen wir mit ^ fcejeid^nen , uberjugel^en, 

feßen wir, wie im §. 34: 

d (p cos z) 

q= — 



unb eö ijl bann: tng ^ = 






q 



pv sin z — q 

5Wön ftnbet nun akr: 

sin r.sin z cos z (cos r* — 3 sin r cos r sin z -^sin z*) 



V^(sin z sin 2r — sin z*)"* 

unb l^ierauö folgt nad) einiger Slebuction weiter: 

pv sin z — q = 
-—sin r sin z cosz' (cos r* — 3 sin r cos r sin z + sin r* sin z*) 

V^(sin z sin 2r — sin z*) 

S>a^cx l^at man benn: 

V^(2 cos r — sin r sin z)', v^(sln r.sin z'\ 
cos r* — 3 sin r cos r sin z«}-sin r* sin z* 

S)iefer Sluöbrucf wirb einfacher, wenn man bk 9?ormale MN ein? 
fü^rt, welche mit N tejeic^net werben mag, 6ö i(t nfimlic^: 

_- cos r — sin r sin z , ^- 

cos N = cos z. cos n = --——-—— unb alfo : 

cos r 

sin FjSin z = cosr (i + cos N). 

©al&er l^at man benn nac^ gef^ßriger JKebuctfon bie gormel: 

— ^^" N . (i -f - cos N) 
°^^"" 1 — cosN— ^^TN* ' 

weld^e in fo fern (emerfen^wertl^ ifl, aU (te ben 9{abiu6 r bed ir^ 
jeugenben Äreife6 gar nic^t ent^filt* 
SStan l^at aber aud^: 

sin N 

§. 44. 
SB» de^ett )tt btt imitm tratidfcenbentett fpl^tifd^en Surve, 
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btt Äettenlittie, nUt. ©d fe^ in Flg. 8 btt ^Infang^punft V, 
unb M tin ^mtt bet ßuwe, bti^en 2lbfcifle VP==x «nb fenfrec^te 
Slppltcate PM=z fe^n mag; Q fei) baö fpi^dtifc^e Zentrum beö 
alö Sltfctffenlinie bienenben i^auprtteifeö VPV. Söenben wir bte im 
vierten Sanbe QS^ätt 288 u. f» f.) beö Sournaleö für bie reine unb 
ongewanbte ^TOat^ematif tefc^rietene Seieid^nungöart an, fo iH Ne 
©leic^ung an bie 6urt>e: 

tng z = tng a«(SDd (xcota), 

ober, wenn »ir ber Äörje wegen a=tng a fe^en: 



tng z='a.Sod[-j 



2)ie ßottflmtte a mag ber ^Parameter ber Sur»e l^eißem gür 
X = o f^at man offenbar z = a ; b. ^., bit bem (Scheitel A ber ©irve 
juge^örtge Slppltcate VA ijl ber Parameter felbft. 

3u gleich großen unb entgegengefe^ten SSertl;en »on x gel^ßren 
burc^au^ gleid^e 2Bertl&e oon z, fibrigenö ijl z immer <;90 °, benn 

i 

öUererft för x=- wirb z=90''. 

Salier lauft bie Sur»e mit jioei congruenten Slrmen nad^ mt^ 
gegengefe^ten &nttn r>oti intern ©d^eitel A inö Unenblic^e fort, 
unb nd^ert (tc^ batet fortwd^renb bem fünfte Q, welcher i^re 
Slfijmptote ifl» 

Die ßtnie VAQ mag bie j weite 2lre, «nb ber Jg)auptfreid 
VPV bie erfle Site ber ßuroe f;eißen. 

Sie teiben Slrme ber (Surt>e fd^neiben einanber offenbar in 
mehreren fünften : A, A', A", A'", «., weld^e fdmmtlid^ in ber jwei* 
Un^Xi^ liegen» Sie btefen fünften juge^örigen 2lbfcifien ftnb offenbar: 

±o; ±n; ±2jr; ±37r; • • .♦ • ±nn , , ,, 

iinb wenn bie biefen Slbfciffen jugel^origen Slpplicaten ber SReil^e 
nadf bejeid^net werben mit z, z, z, z, . , , , z, fo l^at man allgemein: 

tng J = «,go6 [^J cbet 

m — 

tng z = 



cos L C^) 



t>it ®r6{len tng z, tng z, tng Xf tng z, , , . tng z , , bifc 

ben eine JRei^e, in weld^er man and jwei ndc^ft oorl^ergel^enben 
©Itebern immer ba^ folgenbe ®lieb berechnen fann, unb jwar nac:^ 
ber JJormel: 

• tng z=»c.tng z — tng z^ 
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Y 

in weld^r btt conflante gactor c = 2 So^^^ — -r— itt. 

cosLy 

S. 45. 

Um eine' Tangente an bm ^mtt M btt (Sutve ju legen, 

biffetenjüren wit bie (Sleid^una ber 6uwe, unb inbem wir p = -^ 
fe^en, tefommen wir: 



sin a 



'^ v(sin z* — sm a^) 

©teilt TM bie Sangente für bm ^mU M ber (Sunt bat mb 
(erließt fie mit ber SIppKcate PM ben 2Btnf el ^ «nb mit ber erflen 
2txe an T ben SCBinf el v ein, fo l&at man auc^ : tng ^^ = p » cos 2, «nb alfo : 



sm a 



V (sm z^— sm a^) 

cber einfad^er: »in z»sin v=sin a. 

2Birb alfo r>t>n P ba^ ßot^ PS auf bk Tangente MT gefdat, 
fo ijt auc^: sin PM^sin yj=sin z , sia yjssisin PS, «nb bal;er: 

PS =st a. 

• Salier l^at bk Äettenlinie bk d^arafteriflifc^e ©genfc^aft mit 

ber eknen ^ettenlinie gemein, ba^ ba$ £otl^ PS immer t>on 

conftanter ßdnge «nb jwar bem ^Parameter VAgleid&ijl* 

^m ift aber immer: cos PS*=r=cos (p^+cos v* cber an^: 

cos 9>==cos z«sin tp; bal^er l^at man and^: 

tng z » cos 9=:sin a« 

Sa ferner tng PT=tng ^.sin z ift fo l^at man jur ©es 
ftimmung ber ©uMangente PT: 

tngPT== ^'^" ^ ^^" ' , 

V^(sin z^— sin a") 

S)aö S)ifferenjial beö Sogenö ber 6urpe ijl 3sä9z.v^v «nb 
ed ifl: vssi + p* cos z"; alfo: 

sin z 

v= - — - — : — j, «nb alfo: 

smz — sm a* ' 

^ sin z,9z 

"" l^Ccos a* — cos z^) 

/ cos z\ 

Salbet ifl: schare (cos = j + const. ©off alfo bai> 3ftt* 

\ cos vkj 

tegral für z=a, b. I&. für x=o, »erfd^winben, fo l^at man bk 
einfädle gormel: 

cos z SS cos a« cos s. 

ülutt ifl alber aud^ in bem an S rec^twinfeliäen SJreiedfe PSM; 



r 
\ 
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cos PM33;cos PS, COS MS dbit cos zec^os ä«cos MS; ballet 

^at man: cos Se=cosMS, ober eö (^ baö ©tucf MS bet San? 
gente gleich bem SSogen AM ber 6utt?e, wie tei berebenen 
Ärttenlime. 

^af)tt tann man ftc^ ixt Äettenlimc al^ afcgewtdfelt ijot* 
{teilen. S)aö* ßotl^ PS lag ndmlic^ anfdnglid^ auf VA, unb jtrar S 
auf A unb P auf V; bei biefer tefonbeten ?lbtt)icfelung 
iefc^retbt nämlici^ baö im ©nbpunfte S bet geftrecften 
(5ttt»e AM ober SM errichtete ^erpenbifel PS, inbem 
eö bie conflante ßdnge beö ^atametet$ ie^&lt, mit 
feinem @nbpunfte P einen ^anpttttU, ixnb ^x^at biz 
erfle Site ber Surioe. 

S* 46. 

Um bie ßage ber Sangente unb inöBefonbeve bk Sage if;re6 
(Jinfd&nittö T in bie erjle 9(xe nac^ i(;rer Stblj)dngigfeit pon ber 
@r6ße ber Slbfcifie VPaex barjufleUen, forttven mx bm »or^in 
erl&altenen Sluöbrucf für tng PT no(^ um in: 

tng PT = ^,, ^ , — ^ / 

tng a 

n&t)tTt [iö) aUt Sng ( - j inö Unenblid^e ber ®rdnje (Sin^ ; ba^ 



l^er ijl PT immer >a unb ndf)ert ftc^ inö Unenblid>e abne(>menb 
bem SCBertl^e a be6 ^^arameterö. gür ben ©c^eitel A ber 6ur»e ift 
bk ©ubtangente PT am größten, ndmlid^ = 90 ". 35ad Slfcnel^men 
»on PT ifl aber immer mef;r unb me^r retarbirt 

&tiüzn wir auc^ bie ©rögen % v unb s in i^,rer Slbl^dngigs 
feit von ber Slbfcifle x bar, fo l>aben wir bk einfachen gormein: 



tng s = sin a 



• ®" G) 



cos g) , 6od — = cos a, 
a 



cos 



V = 2ng f — J . cos a ; 



nnb an^ ber legten gormel folgt bann noc^: 

tng PT«cos y/=sin a. 

@e^t man x= - ^ fo l^at man tng s« -, unb alfos» - 

o o 2 
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jinti Slaefitudfe iet ftKige tine^ flönjen «frme« bet JtettetiKme 
jjwifc^en bem ©c^eitel A unb bem ^fpmptoknpnnttt Q; bal^ ift 
bie ganje Äettealttiie=^«, b* 1^^ fo lang, aU bte Jg)iJIfte 
cined |)aupt(reifeö, »elc^e ®rßße a«c^ immer ber 
Parameter a ber (§irrt>e "fyaitn mag« 

§• 47. 

Sluc^ bte Üuabratur ber Äettenlinie ful^rt ju einem einfad^en 
SRefuItate. J)a^ ^tfferenjial ber S^ldd^e ijl ndmlid^: d^^sim.dt, 
unb alfo: 

^^ sin a • sin z • dz 

cos z,v^(cosa2 — cos z**) 

%üf)rt man ben Sogen s fammt feinem 2)ifferenjiale ein, fo 
f^at man: 

Jf=tug a, / 

cos- s 

unb alfo: f =^tng a . gs, »enn bad Sutegral für x== o nnb alfe 
antfy für s = o »erfd^winben folT» aBie in ber ^Planimetrie bei. 
ben (Spirallinien l^at man mtd^ l^ier ^n (ebenfen, ba^, mnn ber 
Sogen s Idnger, ate ein ©enoinbe, genommen mxi, man eine ^dc^e 
erl;dU, bte Jum Sll^eil ä^er einanber liegt, mooon alfo wteber ein 
S^eil abgenommen toerben tnuß. 

SWan l^at alfo auc^: 2ng (f cot a) = 2ng £s=sin s. 

j cos c 

ttnb Sod (f cot a)=goö & = = ♦ 

eos s cos a. 

Um einen allgemeinen Slu^bmdf für bie ®rßf e bed Jtrummungö« 
j^albmefferd r ju ftnben, fefeen wir »ieber d (p cos z) » q dz unb 
erl^alten : 

— • sin a , sin z » cos z 
V^(sin z*-^sin a^)^ 
Air » »M . ***^ a ♦ tnc z c */• 

?lucb tft: pv sin z — q= -— — ;; — r—T^' «ttb alfo: 

^(sin z^— sina'J^ 

cos z « sin z^ 

tngrss ; • 

sin a 

gut zrsgo*" i(l: tng r=o; b» 1)^ für ben ^tinft Q berßiiroe 
ift il;re Krümmung unenblid^ groft iinb jwar eben beßwegen, n^eil 
ba^ le^te ©eminbe ber Sttroe {tc^ unenblic^ nal^e an btn ^nntt 
Qfegt ^ 

cosz — cos z' cos a cos s—- cos a^ cos s' 

^an fyit and^: tngr = : = -r-— • 

^ sin a sin a 
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Sei bet eigenen Äettenlinie t(l bet Ärümmimgöl^altineflet toller 
4er 9totmaIe gleic^. Sejetc^neu mt tiefe mit N, fo i(l nun: 

tilg JM\ sin y> = tng z, 



unb alfo tng N= 



sin z* 



sin a • cos z 

SDa^er ijl mm: tng r=:tng N, cos z^, otfo r immer Heinetr 
olö IS, unb jn^ar be(lo mel^r, je großer x ober auc^ z mirb* 

Sufaß» S)ie ©leic^ung ber ebenen ^ettenlinie tjl 2=a So^f j^jr 

unb mm man U;re Qbtm ju einer S^Iinberffdc^e frummt, 
ha^ bie etffe Slre ein ^xti^ wirb, fo fann eine ^ugef, 
beren JRabiuö mit bem JRabiud jeneö Äreifed übereinjlimmt; 
bie (S^Iinberfldc^e innerlich in biefem Greife fcetul;ren» ^p^os 
Jijirt man bann t>om OTittelpunfte ber Äugel auö bie ^ettenlinie 
an^ ber S^Iinberfldc^e auf bie gldcbe ber Äugel, fo tfl bit 
^rojection bie eten befc^riebene fplj^drifc^e Äettenlinie. 

U n \i a n Q^ 

SBenn in ber ©leid^ung P^t+Q,u=A, bie Beiben ©rßßen 
P unb Q aU Functionen einer unb berfelben britten ©röße unb 
ba^er Functionen oon einanber finb, Ij)in3e3en A eine (Sonflante 
Ubmttt, fo dnbert ber ipauptfreia, »oju bieöteic^ung gel^ort, feine 
ßafle — man er^dit eine (letige Folge oon ^auptf reifen, - beren 
ieber oom ndd^ftfolgenben gefc^nitten wirb, unb e6 tfl fd^on im 
§• 32 ein ?luöbrud für baö 5BinfeIbifferenjiaI l^ergeleitet wor ben^ 
welc|)eö biefem ©c^netben entfpric^t £)ie ©leic^ung an ben folgen« 
btn J^aupttrei^ ifl ndmlic^ : 

dP.t+3Q.u:=0. 

SKirb biefe ®Ieic^ung mit ber oorigen »erbunben, fo {tnbet 
man bit Slremßoorbinaten be^ 2)urc^fcf)nittöpunfteö mittelfl i^rer 
trigonometrifc^en Slangenten t unb u ; ndmlic^ : 

^ AgQ . -A9P 

* = PaoZlQdP «»^ ^=P5Q=:QäP* 

Da nun a^et ein Snfammeni^ang jwifcl^en P unb Q (Btatt 
ünbet, weld^er buri^ bie ©leic^ung 9 (P, Q)i===o angebeutet fe^n 
mag, fo fann man ant> biefen brei (Gleichungen bie ©rößen P unb 
Q eliminiren, woburc^ man ju einer ©leic^ung y/ (t, u)==o jwi« 
fd^en t unb u an cim ßuroe gelangt, in welcher bie 2)urd;fc^nittötf 
punfte ber fletig auf einanber folgenben J^auptfreife liefen. Obgleich 
bie Verleitung ber ©leic^ung v (^ «) =* o an biefe Qune eine 
Elimination jweier ®r6ßen porau6fe^t, fo fönnen wir gleic^wol^I 
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aojj^bctt T)\it0d)nitUpxmtt M ober (t, u) tiefet 6utM emc Sait« 
gente legen. 

2)ie ®(cic()un3 an biefe Scingente ijl ndmlic^: 

ivenn unter (x, y) ein tt?iÖf ürlid^er ^unft berfelten t>erflanben wirb. 
S^ifferenjürt man a6er bk ©leic^ung: 

P.t + Q,u=A, 

inbem man P unb Q, t unb u aU i?erdnberlicl^ anfielet, fo erhält man : 

imb »irb I;{ert?on biz ©leit^ung t3P+u3Q =» o ^nf>tv<ä)itt, fo Werbt 

nur nocl[): 

.P . 3t+Q3u = o 

^ du P 

ober :r— = • 

dt Q 
S)affelbe Sifferenjialoerl^diftmß ftnbet man and), trenn man bie 
oorl&in für t unb u aufgeflefften Sluöbrucfe bifperenjürt, 25al^et ifl 
benn bie ©leid^ung an bit Sangente ber 6nr»e: 

ober: Qy — Qu + Px— Pt = o, unb wirb fie ju ber ©leid^ung 
Pt + Qu = A abbitt, fo ftnbet man : 

P.x+Qy = A; 

b* 1^., ber burd^ M Qtf^tnbt unb in M oom ndc^flfolgenben ge«^ 
fc^nittene ^auptfrei^ felbfl ijl eine Serul^rung^Hnie ber ©urre für 
ben ^unft M berfelben» 

Söenn alfo nat^ trgenb einem ®efe^e auf eitjanber folgenbe 
jg)auptfreife gebogen werben, fo fann man fie aHe afe Serü^ningdf 
linien einer ßuroe anfeilen, unb \unn ba^ erwd^nte ©efefe burc^ 
eine ©leic^ung 9 (P; Q) = o au^gebrüdft ijl, fo tann baran^ bie 
©leid^ung an bie Surue (hergeleitet werben, 

2Baö l^ier pon J^auptfreifen bewiefen tft, fann leidet auf Mie 
Ibige (Suroen au^gebel;nt werben, bk nad) irgenb einem ©efel^e ftetiä 
auf einanber folgen. 

SSon t)m fpl^arifdbcn Sinten ber jnjetten SDrbnung. 

§♦ 49. 

2)te affgemeinfle gorm ber (Sleid^ung an eine Cinie ber jweiten 
Drbnung ober an einen fpl^drifc^en Äegelfc^nitt ifl: 

Ax^ 4- 2Bxy + Cx2 + 2Dy 4- 2Ex + G = o, 

wtnn tin ^unft M ber (Surre mit (x, y) bejeid^net wirb. Slbet 
ungeachtet biefe ©letd&ung mit ber aCgemeinen ®Ieicl&una an bie 



„».^ ^x - - 

^mmm ^^ mmm 

Letten Äeöelftä^ititte ber %txm mi^ jufötnmafdfft, (b tfl gfeid^ 
wol(>l bie SDtecufjton betfeifcen ungleich größeren Si^wtertgfeiten 
miegefeßt 

S>ie tttiet(len @cl^t»ietigfeiten fallen a6cr weg, w^nn man burd^ 
eine ßocrbinatensaSerwonblung 6e»irft i^ai, ba# bie ©lieber 2Dy 
unb 2 Ex in ber . (äleic^ung fehlen, xcat, wie fpSter gejeigt werben 
wirb, Immer bewirft werben fann. S)ie ©ieic^ung i^at bann feie 
einfachere Sorm : ; 

Ay2+2Bxy4-Gx2 + G = o; ' 

aber ber nene Slnfangöpunft iyat bann gegen bie Sur^e eine U^ 
fonbere ßage. ^\tf)t man eine ©erab^e burc^ il^n, fo t(l il^re ®let(^«8 
»on ber §orm: 

unb »ertinben wir bfcfe ©leic^ung mit ber vorigen, fo er(;alten 
wir W ßoorbinaten ber Uüizn S)urd)fc^ntttöpunfte M nni M', bie 
wir mit (x, y) unb (V y') kjeic^nen. (5^ jinben ftc^: 

— G . — G 



' = + v ^i . . .^ . .^ ; x' = -/' 



Aa2 4-2B«+C' A«2 4.2Ba+C 

— G — G 



-j 



Aa24.2B«+C' -^"^ ^Ai.^4.2B« + C' 

unb alfo: ±/(i + x^+y^)=/(i + x'^+y"); b. )&., ber neue 
?lnfangöpunft l^albirt bann \>k ©e^ne MM' in allen il;ren ßagen 
unb l^ei^t befiwegen ber 9)?ittelpunft be^ Äegelfc^nittö ; jebe 
burc^ i^n gel;enbe fpl^drifc^e @el;ne aber l^eißt ein SJurd^meffet 
ber ßuroe. 

Slber in ipinfid^t auf ben TOittelpunft l^errfc^t eine große S3ers 

fd^ieben^eit jwifc^en ben ebenen unb fplf^arifd^en ^egelfd^nittenJ 

Slnmerfung* 2Benn ber Slxenwinfel fein rechter, fonbern==v 

ift fo l^at man gleic^wolS^l: ±/(i + x2+y2-|-2xy cos v) 

=/'(l + x'2 4.y'«4-2xy cos V); b. \^.f ber neue Slnfangöi 

puttft ^albirt ixt Seltne MM', wie oorl^in» 

§. 50. 

Um nun auö ber allgemeinen ©leic^ung Ay2+2Bxy + Cx* 
+ 2Dy+2Ex+G=o bie fiage be^ 9Wittelpunfte6 ju ftnben, 
nel;men wir bie Soorbinaten^SSerwanblung wirflic^ oor, inbem wir 
für X xmi y tk M\itn folgenben Sluöbrücfe fubjlituiren : 

P±5[l±ILunb L±il±!7 • 

o — ßi. — yy « — ßi. — Y .y 

Sie J^ortfc^affung ber ^tennev gtfet bann bie Otei^ung: 

A (p' + q'x + r'y) «+ 2 B (p + qx + ry) (p'+q'x + r'y3+C(p+qX 
+ry)»+2D (p' + q'x + r'y) («— /Jx— ;.y) + 2 E (p + qx +ry) 
(«— /Ji— yy) + G (» — ,8x — ;'y)» = oj 
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mlä^e bmi) toetteire CntnotcFelung tckitv bit ^ütm btt vorigen 

erl^dlt, ndmlic^: 

£)te 6on(lanten biefet ©(eic^ung ftnb, auögebritdPt btttc^ bie 
(Sonflanten bet teerigen, bie folgenben: 

A's=Ax^2^2Brr' + Cr*— 2DrV — 2Er;^+Gy2 

B'aaAqV + Bqi^+ Brq'+ Gqr— Dq'/— Di^/J— Eq/— Er/J+G/?;^, 

C'=Aq'2+2Bqq'4-Cq*— 2Dq'/? — 2Eq/?+G/?=^, 

D'«= ApV 4- Bp/ +Brp'+ C})r— Dp>+Dr'a— Epy+Er«— Gu/, 

E'bs ApY 4-Bpq'+Bqp'+Cpq— Dp'/?+Dq'a-^Ep/?4 Eq«— Göjf, 

G's=:Ap'2 + 2Bpp' + Cp2+2Dp'a+2Epa4Go*- 

2öirb ber neue Slnfangöpunft V ober (t, u) mit betn roriäien 
V burc^ eine fiinie VV = c verbnnben, welche mit ben t>otiaen 
Slten bie SBinfel m unb n, beVen SSerWngetung aitx mit ben Rei- 
ben neuen Slien bie SCBinfel m' unb n' einfc^Iießt, fo l;öt man 
nad^ §.19: 
Ts=m + n unb v's=m'+n', ferner: 

p BS sin c « sin n; qsssin n cos m' cos c + cos n sin m'; 

r SS sin n cos n' cos c — cos n sin n'; 
p' SS Sin c « sin m; r' = sin m cos n' cos c-f- cos m sin n'; 

q'ssssin m cos m' cos c — cos m sinm'; 
a BS cos c sin v; /Hessin c * cos in' sinv; ^=isinc^ cos n' sin v. 

©Ott nun ber neue 9(nfan3^punft V ber SWittelpunft feij«, 
fo muß bie umfleformte Oleic^ung bit einfad^ere gorm: 

A' . y2 + 2B'xy + C'x» + G' = o, 

^aUn; b. f^., eö muß D' = o unb E'=:o fe^m Die WuÄbriicf e für 
jy unb E' laffen ft(i akr barflelTen, wie folgt: 

(Ap' + Bp + DÄ).r'+(Bp'4-Cp4-E«).r— (Dp'+Ep+ Ga).;^D', 
(Ap'4-Bp4-Da).q'4-(Bp'+Cp4-EaJ.q— CDp'+Ep4-Ga),/J=E', 

P c P' 

xmb mil t = i- unb u « — ijl, fo f)at man, wenn ju nod^ größerer 

SlMütjung für btn S(ugenMidf gefegt wirb: 

a= I; a'=^; b^iunbb'^i'' 
ß ß 7 r 

bie Reiben ©leic^ungen: 

(Au + Bt^-D) b'4-(Bu + Ct + E) b = Du4.Et + G, 
(Aa + Bt + D)a'4-lBu + Cl + E)a = Du + Et + G, 

weld^e umgeformt werben fönnen in; 

Au + Bt^^D _ b-a Bu+Ct+E _ a^->b^ 

Du+Et+G "^ bu'— ab' ""^ dII+EF+G "" ba'— ab' * 



r 
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sin n cos m' cos c-l- cos n sin m' si n m eos m' cos c 



«s=s 



sin c cos m' sin (m + n) 



cosrasm m 



a =: 



sin ccos m'jsin (m-l-n) 
sin m cos n' cos c 



, sin n cos n' cos c — cos n sin n' . , .^ cos m sinn * 

sinccos n'sin(m4-n) ' sinccos n'sin(m+n) 

fubfKtuttf, fo etl^dlt man bie Reiben ©leic^ungen : 

BuH-Ct+E ^ ^ Au+Bt+D ^ 

^ := =tngc.cosmunD ,::: t; tz =tnßC.cosn, 

Du+Et+G S '^^ "*'*'Du+Et+G ^ ' 

über (naö) §. 4) enbKd^ : 
Bu+Ct+E • ^ ^ Au+Bt+D 

-r — ' ' i == t4-U cos T Uttb ^r = ;r == U+t COS V^ 

Du-f Et+G Du+Et + G , ^ 

unb btcfe tetbeit ©leid^ungen, worauf ber neue Slnfangöpunft V 
ober (t, u), weld^er jugletd^ ber gefud^te SOtitttlpnntt tfl, U^ 
fttmmt »erben fann^ jtnb gleid^bebeutenb mit ben Gleichungen 
D =0 unb E'=o. (Jliminirt man von btn beiben ©rßflen t unb u 
tint an^ btn Reiben ©leid^ungen, fo finbet man jur aSeftimmung 
ber anberen eine cufcifc^e ©kid^ung, worauf flefd^Ioflfen »itb,bafi 
ein fpljhirifc^erÄeöelfc^nitt mel^r ate ©inen 3Äittelpunft l^aten fann, 
unb eö wirb talb nad^l^er itd^ jeigen, ba|i er »irflic^ brei 
reelle Mittelpunkte lyat, einen inneren unb jmei 
d u fi e r e. ^nd) toitb bann Sied^enfd^aft gegeben n^erben {5nnen t>on 
ber Sorm ber fo tbtn erl^altenen Uibm ©(eid^ungen. 

S* 52. 

Um burc^ einen ^unft M ober (x, y) be« Äegelfc^nitt« eine 
Zangente (u legen« ^at man bk ©teid^ung : 

y'-j =1 (x'-x) , 

unb wenn voit auö ber Oleic^ung Ay*4•2Bxy4.Cx»42Dy+2E»+ 
Gs=o ba6 erfle 2)ifferenjialperl&ältniß jie^en, fo ifl ed: 

dj ^ Bj-hCx4-E . 

3x "" Ay+Bx+D ' 

By + Cx+E 

ba^er ijl bie ©leid^ung: y'— y— — ;■ . ^ , ^^ (x'— x), ober au(^: 

Ay^Bx-f'^ 
(Ay+Bx4.D).y'+(By+Cx+E)x'+Dy4-Ex + Gsx:o, 

9Ran (ann biefe @)(eic^ung auc^ alfo orbnen: 

Ayy'+B(xy'+yx')+Cxx'+D(y+yO+E(x+x')+G=o. 

SSBenn mit ber Oleid^ung Ay*+2Bxy4.Cx»+2Dy+2Ex+G=:o 
bit Gleichung ay4-bx=:c an einen J^auptfrei^ jufammengel^alteu 
n^irb, fo gibt ed eint SSebingung^gleid^ung f&r bie 6on(lanten ber 
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6^iiien &ki^mitn, ml^e etfuUt fe^n mnf, mnn (id^ bte Mbtn 
2mm iberu^ren foffen* ^an finbtt, tou in bet ^animttrit, bte 
gefud^e SSebingungi^gletcl^uns : 

(B»— AC).c^+2(BD— AE)bc4-(D»— AG)b«+2(BG--DE)ab 
4-2(BE— CD)ac4-(E*-.CG)a^«=o . 

£)ie ©leid^ung an bie erfle ?txe ijl 75=0, unb mxtn fte »on ber 
öntue Utu^xt mtbm fpff, fo l^at man bit Bebingungj^gWd^ung 
E^C.G; eben fo l^at man bie SBebingung B^^k.G, wenn bie 
jweite 5Sire pon bei? ^uwe ietöl^rt werben fott* 

%. 53. 

@« Idfit fid^ aud^, wenn ein ^unft P gegeben i(l, bie @leid^ung 
M ein ©9(lem jweier butc^ il^n gel^enben Jg)auptf reife ftnben, 
welche UiH einen gegebenen ^egelfc^nitt berühren, beffen ©leic^nng 
wie w)rl^in fepn mag: 

AyH2Bxy4-Cx2+2Dy4-2Ex+G?=o . 

Q^ feij ber ^unft P bejeic^net mit (x', /j ; bie ©leic^ung an ben 
einen J£)aiiptfrei^ fe^: 

unb an ben anbeten: y— y'=a (x—x')» 

gWan l^at alfp: y— «x=y'— ax', unb bit Sebingung, ba^ biefer 

^auptfreiö ben ^egelfdjnitt berul^re, ifl alfo: 

(B^— AC) (y'—axO^+2(AE— BD),a(y'-axO+(D»— AG) a* 
+2(DE— BG)a+2CBE— CD) (y'— ax')+E'— CG=o, 

2Birb bie ®Ieid[)ung nad^ ^otenjen »on « georbnet,fo erj^dlt man: 

,_^ r(B^^AC)xy— (AE--BD)/-^(CD^BE) x^ + BG— DE -] 

^ ^" L"^ (B2-.AC)x'2^2(AE— BD)x>D^— AG J 

( B^— AC)/^-f2(BE-^CD)/+E^— CG _ 

+ (B«— AC)x''— 2(AE— BD)x'+D2-AG "" ^* 

S)ie SSurjeln biefet ®leic^nng ftnb « unb «, unb man f)at: 

, ,^^ (B^-AC)xy - (AE~BD)/~(CD^BEX4>BG-^DE 
^'^^ "' .(B*-AC)x''--2(AE-BD)x'+D2^AG ' 

'« (S^-^AC)/^— 2(CD-BE) /^>E^-^CG 
"*•" (B »- AC)x' ^- 2( AE-BD)7+D 2— AG * 

?lber bk ©leic^ung an ba^ e^jlem ber beiben ^auptfreife ifl: 

nnb werben l&ietin bit r>ot^in gefunbenen 2Bert^e fubjlituirfi fo 
Ht man bit ©leic^ung : 

(y-yy [(B*— AC)x'^-.2rAE— BD)x'+D2^AG] 

-- iiy -f) (^-^) . [(? '— AC) xy^ (AE— BD) v'-{CD — Bü) x' 

+BG--PE] 

4^ ft-»')^[CB'— AC)/2^2CGD~»E)y'+E^-CG] . 
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@te ^cflattet nod^ eine Stebuctlon unb tft bann: 

(D2— AG)(y— y')2^(B*— AC) (xy'— yO' + {E^— CG) (x— x')» 
+ 2(AE-BD) (y-/)(x/-yxO+2CBE-GD)(x~-x')(xy'-yx') 

+ 2(DE-BG) (y— y') (x~x') ^ o . 

aSenn ber ^unft P juflkid; ber Slnfang^punft ifc fo r>at man 
bie einfad^ere ©leic^ung: 

(D2— AG)y«+(E2— CG)x2-|-2(DE BG)xy=:o, 

^Skm D^— AGsro unb E*— CG=o ijt, b. l;,, wenn bte Beiben 
(Jüorbinaten^JIren felbjt ©erül^nmgölinten ber ßutDe ftnb, fo et? 
I^ölt man bie einfache Oleicfeung xj=o für ia^ gpfJem ber beiben 
beröl^renben ^auptfreife, n^ie aud^ feijn mu^; benn xys=so \\t bie 
©lei^ung an ba^ ®t)ffem ber 6eiben ßcorbinaten-SIten feltfl, 

§• 64 

2){e auf bie Si^N^fl ber aSerü^rungöUnien Sejug l^atenben 
ßonflructionen (leiten im twQtn Snfammenl;ange mit ber J^armo? 
nifd^en Stellung, ©in Sogen AB CD cFig, 9) (;ei^t (in ben ge« 
nannten »ier fünften A, B, C, D) l^armonifc^ flet^eilt, vi>tnn 

sin AB. sin GD=::$in BC.sin AD 

tft unb e^ Mßt ficf) biefr ©leic^ung umformen in: 

Sin AC, sin BD— 2. sin AB^sin CD=2.sin BC«sin AD,, 

ober axid) in: 2cot AC=cot AB+cot AD. 3fl ferner Q bk 
SKitte i?on AC, fo l)at mau nocI>: 

tng QA2=^tng QC*=tng QB.tng QD . 

516er für bie analptifcl^e Sp^drif tebarf eö einer allgemeineren 
Umformung, »elc^e man erl)dlt, irenn man in bem f;armonif(t^ 
Qttl^dlUn Sogen einen wiHfärlic^en ^unft P annimmt, um bk 
Sage ober Entfernung ber 2l^eilpunfte A, B, C, D in Sejiel^ung 
auf i^n ju bejlimmen» Dem gemdß erfüllt man bie JJormel: 

(tng PB — tng PA)(tng PD — tng PC) = (tng PD — tng PA) 

(tng PC -tng PB), 

welche in fo fem ju bemerfen ijl, aU man fogleic^ nbev\ie% ba^ 
man in if)t bie vier ©rößen tng PA, tng PB, tng PC, 
tng PD um eint unb biefeifce fünfte willfärlid^e SaH 
k oerme)^ren barf, o^ne ba^ babntd) bie ®leic^ung 
gejlJrt wirb. @inp gleiche 95ewanbtniß l>at eö eben beß wegen aud^ 
mit ber folgenben (Sleid^ung, mld)t burc^ bie Umformung ber 
vorigen gefunben wirb: 

2. (tng PA.tngPC+tngPB.tngPDXtngPA+tngPC) (tng PB 

+ tngPD), ober: 

2,(cotPA.cotPC+cotPB,cot PD)=(cotPA+cot PC)(cotPB 

+ cot PD) , 
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Sie^t man butd^ einen ^unft P obtt (t, u) eine »ia^utlic^e 
^kxobe, fo ijl i^xt ®(eic^un0: 

y— u=a.(x— t), 

2)ie (Sxme, beten ©leic^ung Ay*+2Bxy+Cx^+2Dy+2Ex+G=o 
fejjn mag, werbe bar>t>n in ben fünften M unb N gefc^nitten. 
SGBenn « feinen WMi) dnbett, b. f}., wenn fic^ bk flejcgene ®e* 
xabt nm ben ^unft P breitet, fo tücfen bk ^nnfte M unb N in 
»erdnberiic^en Slbftdnben »on P auf bem Umfange bet Surpe fort» 
SIter wie ii4 aud^ immer bie fiinie PMN um P breiten mag, fo 
Qibt e^ gleic^wo^l iintn fe(len , bem fünfte P jngel^ßrigen ^anpU 
tniif, woi>on bu ßinie PMN in einem vierten fünfte Q fo ge« 
fc^nitten wirb, ba^ PMQN l^armonifc^ getf^eilt fe^, ober: 

sin PM.sin QN = sin MQ.sin WP, 

(S^ fe9 nfimlid^ ay+bx+c=o bie ©leic^ung an ben burd^ Q 
ge^enben i^auptfreiö; ober aud^ a(y— u)+b(x— t)+au+bt+c=io . 
©ubflituirt man barin y— u=a(x— t), fo f)at man jur SBeflim* 
mung oon Q bie gormel: 

au-j-bt+c 
aa-f-b 

^rojijirt man bie ma fünfte P, M, Q, N »om ßarbinalpunfte 
Y ber jweiten ?lre auf bie erfte, unb finb F, m; Q', JN' ber Sflei^e 
nac^ i^re ^rojectioneUr fo f)at man alfo, wenn ber Slnfang^punft 
mit V fcejeic^net wirb : 

-.T^, *T«* au+bt+c 

tng VQ'-tng VP'= ^^^j^ * 

aa+b 

Um auc^ bie fünfte M' unb N' ju fcefKmmen, formen wir bk 
®Ieid^ung an bie Surtje um in: 

A (y-u)2+ 2B(y-u) (x-t) + C (x-t)2+ 2p(y— u) + 2q(x— t) 

tnbem wir jur 2(6furjnng fe^en: 

p==Aa + Bt-fD; q=Bu + Ct+E 
r= Au*+ 2Btu + et* + 2Du + 2Et + G . 

53Jirb nun wteber y— u=a(x— t) fubftituirt, fo erhalt man: 

^^~V ^ A«^+2B«+C ^'~^^ + A«'+2B«+C ^^' 

unb I^ierau6 folgt: 

(ing VM'-tng VF)+(tng VN'-lng VF) = ^^^^, 
(iDg VM'-tng VF) . (Ing VN'-^lng VF) - ^^.^I^^j^q ^ 
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30 tttttt bie Sirne PMQN j^otmotitfc^ S^t^i^t, fo ift e6 tregen bet 
«ProjectiHKMt tet ^armonifd^en S^eilung aitt^ bie filme FM'Q'N; 
unb umgefel^rt; ballet l^at man nad^ §* 55 bte ©(eid^ung: 

2(tng VP'.tng VQ+tng VM'.tng VF) = 
(tngVP;+tngVQ') (tng VM'+tng VK^, 

fti ber wir atet t^ott jebed fiinienflödfed trigonomettifcf^cr SangeiUe 
fuitral)iren tng VF, woburd^ bie ®Iei*ung übcrgel^t in: ^ 

2(tDg VM'-^tng VP')(tngVN'— tng VP') = ftn§ VQ'—tng VF) 

(tng VM'— tng VF+tngVJS*— tngVF), 

ttnb werben l^ierin bie r>tr\)in aufgcitefften 5lu<?brücfe fubjlituirf, 
fo ex^&it man bie einfache Sebingung^gletd^ung : 

__ (jia+q) (auH-bt-{-c) 
, aa-f"b 

»eld^e für jeben SBertl^ von « erfülTt fe^n mu^ unb ba^er in bte 
kiben folgenben jerlegtar ifl: 

r,a=p (au+bt-j-c), 

r»b=q (au+bt+c), 
a p 

worauf nod^ folge • r === ^ • 

©e^t man bal^er a=p.k unb b=q,k, fo j^erwonbelt (tc^ bit erfle 
@(et(^ung in: 

rpk^p (pkn+qkt-j-c), 
b. I;., c=k.(r— pu— qt), 

©al^er ijl bie gefachte ®Ieic^ung an ben bntd) Q ge^enben Jg)anpt« 
itti6: 

P-'^-y+q-^ • ^+lt (r— ^pu— qt) = o , 

ober: py+q^+r— pa— qt=o. 
SBetben für p, q, r bie SBert^e fubflituirt, fo f)at man ntä) einfacher: 

(An+Bt4.D).y+(Bu4-CtH-E).x4-Du+Et+G=^. 

2)iefe bem fejlen fünfte P in Sejie^ung auf einen fpt^drifd&en 
Äegelfc^nitt iuge^örige ©erabe ^eiße, wie in ber Planimetrie, b i e 
polare beö ^unfteö P; ber ^unft P f)ti^t umgefef^rt 
i^r ^ol, 

^ 3ebe burc^ ben wittfür{id;en ^imft P gel^enbe Se^nc ober ©e« 
cante PMN »irb t)on i^r in einem fünfte Q ^armonifd) getl^eitf. 
fiiegt ber ^nnft P im Snnern bed fpl^drifchen ^egelfd^nitt^, fo 
liegt bie polare beö ^xmtM P außerf^alb beö Äegelfc^nittö, unb 
nmgetel^rt fiiegt ber ^imft P in ber 6ur»e fetbfl, fo gel)t feine 
polare burd^'il^n unb ijl eine Sangente ber Surre; benn in biefem 
gatte (limmt bie ©leic^ung an bie ^polare mit ber im §. 52 ge^ 
funbenen ©leuc^ung an bie burd^ ben ^unft P ge()enbe Sangente 
ooßig ttfcereitt. 
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:Sft P bev 9(nfang«}mnft ba (hoxbimttn feI6ft, fo ift bie 
(Sleid^uns an feine polare : 

D,y+E,x+G=o. 

S* 56. 

SBenn btt ^mtt P ober (t, u) au^tt^M bt6 ^egelfc^mtW 
Itegt, fo »irb bie 6iirpe von feinet polaren in }»ei ^Punften ge^ 
fc^nitten. SJejeic^nen wir einen biefet tetben fünfte mit (x% y> 
fo iff alfo <m^, eben weil et in ber ^olaten liegt: 

(Au + Bt + D) y' + (Bu + Ct + E) x' + Da + Et+G = o, 

über, anbete gectbnet: 

(A/ + Bx' + D)u + CBy'4.Cx'+E)t + Dy' + Ex'+G = o, 

ßegen wir ahtt burc^ btn ^mtt (x', y') eine Sangente an 
bit (SuTMf fo ifl i^re ©leid^ung : 

(Ay'+Bx'4-D)y+(B/ + Cx' + E)x + D/ + Ex' + G=o. 

Sil nun: y=u, fo ijl offenbar auc^: x = t; b. ^^ ber ^nntt 
P ober ber ^pol ber polaren liegt in einer ieben oon btn beiben 
Seru^rungölinien, weW^e burc^ bk beiben J)urc^fc^nitt6punfte ber 
ßuroe unb ber polaren gejogen werben, unb ijl alfo ber 2)urc|^a 
fc()nitt^punft biefer Uibtn a5erü^rung^liniem S^beSerü^rungö^ 
f e l> n e ifl alfo ein @tücf oon einer polaren «nb i^r ^ol ijl ber 
Surc^fd&nitt^punft ber bübtn Sangenten, weld^e burc^ bk Qnb^ 
punfte ber Serül^rungöfel^ne an bk ßuroe gelegt werben. 

2)a{;er walten benn in ?lnfef>ung ber bie Sangenten, ^ole «nb 
^Polaren betreffenben Gonflrucrtonen biefetben ©efeße ob, welche in 
ber Planimetrie für bk Äegelfc^nitte Wngfl bdannt finb nnb l^iet 
nur wieberf;olt würben. 5lber ein ®efe^ mad&t If^ieroon eine ihi^s 
naf;me: SSenn man ndmlic^ bie 9Bitte .einer Serü^nmg^fel^ne mit 
i^rem ^o(e b«r0 eine ®erabe oerbinbet, fo gel^t bk 93erlanger«ng 
berfelben nid^t immer, mt in ber ^Planimetrie, burc^ ben inneren 
SKittelpunft ber Suroe. 

35er ^ol P fielet mit ber i^m jugel^örigen polaren, beren 

©leic^ung i|l: 

(Au -f. Bt + D) . y + (Bu + Ct + E)x + Da + Et + G = o, 

nidS)t immer in einem folc^en Suf^J^tnwenl^ange, ba^ er jugleic^ ba^ 
fp^drifct^e Sentrum biefeö J^auptfreife^ wdre; benn biz ©teid^ung 
an einen ^aupif reiö, ber ben ^mft P }u feinem fp^drifc^en Zentrum 
' l^at, ijl nad> §. 6 : 

(u-|- 1 cos v). y + (t + ii cos v) » X+ 1 = 0. 

Sbentiftjirt man biefe ©leid^ung mit ber oorigen, b. ^^ fe^t 

man : 



-I 
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Bu+Ct+E • . ^Au+Bt + D 

1-^ , r?. . A ==t + U COS V Unb .=r . ^ , ^ = U + 1 COS V- 

Du+Et + G ^ Du + Et + G ^ ' 

fo l)at man btn ?luöbnidf ber Sebingung, unter weither ber ^anft 
P jugleic^ baö fpl^drifd^e Senttum feiner polaren ffl. Siefe beiben 
©leid^ungeti teflimmen, afcgefe^en ton emer miglid^en Stt^^ibeutig^ 
feit, bie ßage be^ ^unfted P »oBfommen, unb ftnb biefelfcen, »elc^ 
im §• 51 jur SBeflimmung ber Sage beö SWittelpunfted ber ßurue 
felf»(l gefunben würben. 

2!)al^er l^aben wir eine jweite geometrtfcBe Sebeutimg be^ 
©fittcfpttnfttö eine^ fpl[^drifc^en Äegelfc^nittö; er i(l 
ndmlic^ berjenige ^ol, w^Ir^er jugleid> aU ba^ fpi^it- 
tifc^e Zentrum ber il^m jugelf)ßrigen polaren bient 

Siegt ber SÄitteCpunft P außerhalb beö fpl^drifdjen ^egelfc^nitt«^ 
fo ftnnen »on i^m an^ jwet Sangenten an bie Sun>e gefegt »er« 
ben, unb ba nad^ §. 56 bie 93erü^rung6fel^ne ein (Stücf ber polaren 
be^ ^unfte6 P unb affo jugfeic^ dn ©türf beö Jg)auptfreifed ifl, 
»eld^er P jum fpl^drifd^en Zentrum l^at, fc tjl offenbar jebe Zan^ 
gente, fo mit jte jwifc^en P unb bem 95erüf)rung6punfte entf^alten 
tfl, gleich 90*', 

Sin .dußerer Wittefpunft tfl baher ein fofc^er, i^on weM;em 
ttu6 jwei 2angcnten an bie ^nxn gejogen werben fönnen, fo ba^ 
jebe biefer teiben Sangenten jwtfc^en jenem fünfte unb bem ©e^ 
rul^rungöpunfte bie ßdnge ton 90" f}at 2)er andere gjlittelpunft 
trennt ben fpf)drifcf)en Äegelfd)uitt i?on einem f\)mmetrifc^en (jus 
gleich congruenten) anberen, unb l)at bie (5igenfct)aft, ba^ er jebe 
burd) il^n gel^enbe ®erabe, woburd> bie Reiben 6urt»en »erhmben 
werben, t;aI6irt. (Sin folc^er ©urc^meffer mag eben begwegen ein 
dunerer genannt werben, unb jwar ni4>t bloß bep wegen, weil er 
fic^ außer|)al6 beö Äegelfc^nitti? kfinbet, fonbern eben fowo[;l beg^ 
wegen, weil er bem Äegetfti^uif te nicfit an unb für fid), fonbern 
attererft in 93ejug auf eine };(teite, mit jener in notl)wenbiger 23ers 
binbung jlebenb(^ fJDmmctrifd;e &nxn ;^ufommt T^a^elbe bient and) 
ate ©riinb ber aSenennung „duperer SJIittelpunft." 

23enn man ben nod) unbeflimmten ^;inft (x, y) mit P' be* 
jei^net, fo tmn tna^ in S3ejug auf i^n bie teiben oorl^in erhaltenen 
©leic^ungen anberö orbnen, wobarc^ man ext)&lt: 

(Ay +. Bx -+- 1>) «:+ CBy + Cx + E) . 1 4 Dy + E|+ G= o 
unfe;(y4-xcos v).u +(x+y cosv).t+i = o; 

unb werben nun bie heiben ®Ieid>imge,u ibentiftjirt, fo er^dlt man 
bie, beiben Sebingungen : 



[ 
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wobutc^ btt ^itnft P', mlä)et t?on P «m 90 ** a^t% U^immt 
ijt, unb ba biefe ©leic^unaen mit ben jur ©eflimmung i?on P*bic« 
iienben Dottgcn ©leic^ungen bwfclten ftnb, fo ifl alfo an(fy P' ein 
SKittelpunft, uitb inebefonbere ein dunerer SWittelpunf t, »enn P ein 
innerer »ar; bte polare beö ^nfteö P gel^t ba^er burc^ F «nb 
bie polare be6 ^unfteä F 3el;t iimgefelE^rt burd^ ?♦ 

Slimtnirt man aud ben Reiben ©leid^ungen jur SSeflimmung 
ron P' bie ®r6fe y, fo erl^dlt man eine cubifc^ Oleic^ung jur 
JBeflimmung i>tn x ; bie eine SBurjel biefer ©leic^ung ijl t, bk 
anbere t, unb ba bie jiigel^origen fünfte F unb P um 90° »on 
einanber entfernt fmb, fo ftnb beibe fünfte reel, »enn einer e^ 
ifl, «nb ba^er fmb auci^ bie teii^en 2Burjeln t unb x reef, wenn 
eine ed ifl. @ine cutifc^e ©leid^ung fann aber nic^t eine nnmftgs 
lic^e unb jwei mogtid^e SBurjeln ^aHn; ba^er ifl auc^ bit bxittt 
SEBurjel berfelben möglid^ 

Daf^er l)at benn ein fpl;drifc^et ^egelfd^nitt brei SWittelpunfte 
P^ p; f; bie je jwei um 90° oon einanber entfernt ftnb, unb 
alfo bie @dfen eineö fp^drifc^en 25reiedfö PPT" (inb, ttwrin jebet 
5lBinfeI 90 '^ f)at 2)enn wa^ oor^in oon P' in S5ejie^ung auf P 
tewiefen ift gilt offenbar auc(> oon P" in Sejug auf P unb P'. 

k)k polare eineö jeben biefer brei fünfte gef^t aUemal burd^ 
bie kiben anberen fünfte unb fdllt alfo mit ber ©egenfeite beö 
SJreiedf^ PP'P" jufammen* @o mit eine folc^e polare eine @ef;ne 
ifl, ifl fie and) ein 2)urd)mejfer unb fann ein Jg)auptburc^ 
meffer ober ^im 21 re beö ^egelfc^nittö genannt werben. 

3«fö^. stimmt man an, ba^ ber ®inW v=:90°fe9; fo ^at 
man jur SSeflimmung ber brei SRittelpunfte P, P', P"unb 

alfo auc^ ber brei J^auptburd^mefTer bie Gleichungen: 
Bj+Cx+E _ Ay+Bi+p _ ß 

Dy+Ex+G"^ ""^ Dy+Ex+G""^* 

Sluö ber erflen jiel^t man: y = ^j—t v unb 

wirb biefer SBertl^ in ber jweiten futflituirti fo erl^dlt man 
bie offenbar cubifc^e Oleic^ung: 

(AE— BD)>x» + (AG — AC+B'— D^),x + DB— AE 

(B£— CD) x+BG— DE "" 

Etg + (G>-C)x— E 
' B— Dx 

35a ieber oon btn brei SKittetpunften P, P',. F' feinen ©e^' 
genpunft ^at, fo wirb burd^ biefe fec^ö ^nnttt unb bie ftc^ 
in i^nen fd^neibenben Jg)auptburc^meffer bie ^ugeXftdd^ in ac^t 
Ocfanten getM't 
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$. 58. 

t 

3)te ®let(^unft anbte Tangente itx Surre ffir ben ^unft M 
obet (x, jr) berfelben ijl nad^ §• 52 : 

unb ber SwfÄintnenl^ang jtrifc^en x unb y iff bann angegeben burd^ 

bie ©leic&ung Ay*+2Bxy4.Cx2 + 2Dy + 2Ex + G = o Qtl bie 

^une felbfl* Um bad fplf^drifc^e ßentrum (t^ u) biefeö Jg)aiiptfretfe^ 
ju kfltmmen; t)erg(etd^en n)tr feine @(etd^ng mit ber @(ei((nmg: 

(u+tcTos v),y'4-(t + ü cos v) . x'^- 1 = 6, 

worau6 auf ber ©teile folgt : 

Ay+Bx+D ^ ^ ßy+Cx+E 

-= — ■ — --^u + tcos V unb — -— ^-Tr=t + u cos ▼. 

Dy + Ex + G ""^ Dy +Ex + G ^ 

SBerben biefe ®Iei(^ungeri umgefel^rf, fo ^at mani 

AE— BD+(t+» co»v) (D2_AG)+(u4-tcosv)(BG— DE) 



X 8S 



B« — AC + (t + aco«v)(AE— BD)+(u+tcosv)(CD— BE) 
CD—BE 4- (t-fu cos V) (BG-— DE) 4- (u4-t cos v) (E'^-GC) 
^'^ B'— AC+(l+u cosv)CAE— BD) + (u + lcosvJ (CD— BE) 

unb burd^ biefe Beiben Slu^brödfe ifl ber Serul^rung6punft M auf 
bem Umfange eineö Äegelfc^nittö kffimmt für ben %aU, ba^ iic 
bur(f> i^n ju legenbe Sangente einen gegebenen fpl&drifc^en 9J?ittet 
punft M' ober auc^ (t, u) ^aten folf* 

3(1 M' ber ?lnfangöpunft, fo ifl ber berö^renbe Jg)auptfreiö 
offenbar bie ßarbinale unb man erWIt 

AE— BD . CD— BE ,. x AE— BD 

^^^B^irAC^^'^y^^BTTAXT^^'^' y'^aTTBE 

jttr SBeflimmung beö Serul^rungöpunfte^ M. 2Benn aber biefe befc 
ben SEBertl^e ber ©leid^ung Ay^ ^ 2Bxy + Cx *+ 2Dy + 2Ex+G:==o 
nic^t ®enuge letjlen, fo ifl M fein Serul^rungöpunft, fonbern ber 
^ol einer polaren, beren fpl^drifd&eö (Zentrum ber Slnfangöpunft i(I; 
b. I^v ber ?PoI ber ßarbinalen* 2Benri fiberl^aupt bie obigen aflge» 
meinet! 9(u6brücfe nid^t auf bk Suroe pafien, fo tfl ber ^unft M 
ober (x, y) ber gefud^te ^ol einer polaren, beren fp^ilrifd^eö ßen^^ 
trum M' über (t, n) gegeben ifl. 

Slnmerfung. 3n ber ^fanimetrie ift ber burd^ bie STuöbru^e 

Iber 5J?itteIpunft'ber ©Hipfe ober ^t)perbeL 3n ber ©pl^drif 
. I^ingegen ifl M ber ^ol ber Sarbinafen, ol)m ein ^Äittefpunft 
ber flirte JU feion. 2Bifb ber ^egeffc^nitt auf eine ^berte 
projijirt, fo ifl bie ^rojection bz^ Wt6 ber Sarbinalen ber 
?D?itteIpun?t beö erf;altenen ebenen ^cgeffd^uittcö. 
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§. 59* 

©e^t man jur ^IWurjung : N=B 2-_AC+(t +u cos v) (AE— BD) +. 

(u+tcosv)cCD— BE,,uubn=^AE2— 2BDEh-CDH(B2— AC).G, 

fo finbct man au6 bm obtgen allgemeinen Slnöbröcfen: ' 

^ . „ . ^ n ft + u cos v) 
By + Cx + E-= — ^-^jy •' 

Dy + Ex + G = ^» 

alfo: Ay2 + 2Bxy4.Cx2+2Dy + 2Ex + 0=^[y(u+tcosv)+ 

x(t4-ttcos v) + i]^ 

<SvU alfe ber ^unft M obet (x, y) ein ^untt ber Suroe unb 
ba^erAy24.2Bxy + Cx2 + 2Dy + 2Ex + G==o fe^njo l^atman 
bk einfache Sebingungögleic^ung: y(u + tcosv)4-x(t-fucosv) 
+ i = o; benn bk ©leic^ung n = o würbe auöbrüdfen; ba^ bk 
©(eid^ung Ay2+ 2Bxy + Cx2+2Dy + 2Ex+ G = o einem @t)s 
fleme »on jwei ^auprtteifen angel^ßrte. 

5ene ©leid^ung war i?orau^infel;en; weil ber ^mtt M ber 
(Surue a\x(i) ein ^mtt ber Serüf^tnng^Iinie tjl. 

SBerben in ber ©leid^ung bie ?luöbrudfe für x unb y öu6 §♦ 58 
futflitnirt; fo »erwanbelt pe ficf) in : 

(£2— GC) (u + tcos v)2 + 2(BG— DE)(t + ucosv)(u+tcosv) 
+ (D2 — AG) (t + u cos v)2 -I- 2(CD — -BE) • (u -f t cos v) 
4.2(AE — BD)(t + a cos v)+B2~AC=o. 

S)iefe tjl nun bie gefuc^fe ®Ieic^«ng an eine j»eite Sur»e> 
meldte mit ber erften nac^ §♦ 25 in einet fold^en SBe^felbejiel^ung 
fielet, ba^ bie fp^örifc^en SKittelpunfte ber Sangenten ber einen 
ficf; jebeömal in ber anberen beftnben. ^ebe S^ormale ber einen ifl 
auc^ eine 9tormaIe ber anberen; auc^ i(t nac^ §♦ 35 bie (Sr>olnte 
ber einen gleid^faHö bie ©Dolute ber anberen. ©nblic^ ergdnjen fic^ 
i^re in biefelte 9?ormaIe fattenben Ärummung^J^albmeffer iebeömal 
jur feflen (Summe = 90*1 

SBenn baö Soorbinaten^Sjoftem tedS^twinfelig ift fo wirb bie 
®lei(^ung, in ber wir nun aud^ y für u nnb x für t fd^teiben, ein« 
fad^er, ndmlid;: ' 

(E2-.GC).y2 + 2(BG— DE)xy+(I>^— AG)x^+2(CD— BE)y 

+2CAE— BD)x+B^— AC = o. 

@e^en wir jur ^bfäriung: 
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B'=BG— DE, 
C=:D2--AG, 
D'=tCD-^BJ^ 
E'==AEr-BD, 
G'=:B2— AG, 
fo i(l bk ©leic^ung: A'y^ + 2B^xy + C'x^+2D7 + 2E'x + G'=:o- 

^an tann bie eine dum ettwa wegen ber SJBed^felfcejiel^ung 
bie rectptofe bet anbeten nennen» 

3n ber ©leic^ung Ay2 + 2Bxy-f Cx2+2Dy + 2Ex + G = o 

ftnb bie Soefftcienten D nnb E jeber gleid^ 9?ulf, wenn einet \>on 
ben btei 3!Äitte(punften bet (Sinn jnm Slnfang^punfte genommen 
toitb, unb «mgef el^tt 2öenn ahx D = E = o ift, fo i(t offenfcat 
öud^: D'=E' = o. SJaf^et l^aten benn offentat bie htibtn 
6ut»en biefelten btei ^ittelpnntte* 

3ufa0 i» SEBenn füt einen tciKfütlid^en Slnfang6punft bie 
ßa'tbinale aU eine polare angefef^en mxb nnb Ay*+2Bxy 
+Cx*-f 2Dy+2Ex+G=o bie ©leid^nng an einen Äeget 
fd^nitt tfl, fo ijl bet ^ol biefet ^olaten, weichet mit (t, u) 
tejeic()net fei)n mag, kflimmt butd^ bie Reiben ©letc^nngen : 

Au+Bt4.D=o unb Bu4Ct+E==:o, 

wotau^, U)te im §. 68, folgt: 

AE— BD , CD— BE 

ß2_AG ""*^ B*-~AC 

25a nun aiev bie ®Ieid^nng an bie teciptofe (SnxH ift: 

(E»-.GC)y2+2(BG— DE) . xy+CD •— AG)x2+2(CD— BE)y 

+2(AE— BD)x H-(B •— AC)=:o , 

fo ift in Sejiel^ung auf fie bie polare be6 Slnfangöpunfte^ 
auögebt&dft obet fceflimmt butc^ bie ©leid^ung: 

(CD— B£)y+(AE— BD)x4-B^— AC«o (nad& §♦ 55), 
^ CD— BE AE—BD 

^^^^^ B^=Acy+-B^=lI:"+^="' 

b. f).: u.y+t.x4-l=o. 
5)ie ^olate be$ 2lnfang6punfted bev teciptofen ßuti^e i(l 
alfo ein Jg)auptfteiö, bejfen fpl^dtifc^eö ßenttum bex^ in J^in^ 
ftd^t auf bie etfle ^nxr>e tejlimmte ^ol bex ßatbinale ift. 
2)a nun atet in ?Infel^ung bet tefonbeten ßage be6 2ln^ 
fang^punfteö im SSotaud nid&tö feflgefteat tt>ax, fo ^aien 
wit ba^ folgenbc alfgemeine Sl^eotem ten)iefen: SBenn oon 
iwei Äegelfc^nitten k unb k' bet eine bet teci* 
ptofe beö anbeten ift fo gel^6tt ju einet ^ola^. 
ten p bex einen Sutve iebeömal eine ^olate p'. 

5 
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bet anbeten Don ber ?lrt, ba|i ba^ fpl^dtifc^eßetf* 
trum bet einen -iebeömal bet ^ol bet anbeten 
ift unb nmgefef^tt 

3ufa^ 2. 2Benn mit btt ©leid&ung Ay»4- 2Bxyf Cx»+2D3r 
+2Ex+G=o bie ©leid^unfl y cot u+x cot tfc=i jufam^ 
mengel^alten wirb; fo tetiif^ten fid^ bie teiben ßinien, »enn 

(£»— CG)cotu*+2(BG— ED)cott,colu+(D*— AG)cott* 
-|-2(BE--CD) cot u4-2(BD— ^AE) cot t+B*— AC=o i% 

©e^t man in biefet gotmel: 

u=:90*M-u' unb 1=90*4-1', 
fetnet ing u'=y unb tng t'=x, fo l)at man bk ©leid^ung: 

(E^— CG)y »-f 2(BG— ED)xy +(D *— AG)x »+ 2(CD— BE) y 
+ 2(AE— BD)x+B'^AC=o; b. ^., bet ^mtt (j, y) 

muß ein ^unft: bet teciptofen 6utt?e fe^n, toenn bie gege« 
l>ene (^ntn rem ^auptfteife, beflfen ©leic^ung y cot u 
-|- X cot t=i ifl, bzxu^rt wetben fott» 2)et ^punft (x, y) 
ift atet offentat ba^ fpl^dtifd^e ßenttum biefeö ^auprtteife^* 

§♦60. 

t)ie ßonftanten btx kiben ©leid^nngen Ay '+2Bxy if-Cy »+ 2Dy 

+2Ex+G=o unb A'y*+2B'xy+C'x*+2D'y+2E'x+G'==oflel^eil 

in einem temetfen^wettl^en Sufammen^ange, Silbet man ndmlid^ 
an^ bet legten ©leic^ung bk an bie teciptofe ^utt>tf fo muß man 
offenbat bieetfle ©leic^ungwiebetftnben; b. l)^ eömuß bk ©leic^ung 

(E' *- G'CO • y *+2(B'G'— D'E0xy+(D'2-« A'G')x *+2(C'iy-:*'E')y 

2(A'E'— BDOx+ß"— ^'C'=o ^i^i^ wit b^x ©leid^ung Ay* 
-|-2Bxy 4- Cx*+ 2Dy + 2Ex + Gäo jufammenfalfen; mb in ber 
%f)at etl;äft man, wenn jut ^Itfütjung »iebet gefegt »itb: 

n=AE »— 2BDE+ CD *+G(B *— AG), 

bk folgenben einfad^en Slu6btücfe: 

E«— G'C' =n.A; B'G' — B'E' = n B; D'« — Ä'G' = nC; 
CD'— B'E'ssnD; A'E'— B'D' = n.E unb B'»— A'C'=n,G. 

SBetben (ie fubftituitt; unb »itb bann b^t allen ®liebetn gemein:^ 
f4)aftlic^ gartot n altgewotfeu; fo ge^t offenbat bie etjle ©leic^ung 
»ieoet ^etoot* 

SSilbet man fetnet, bem Sluöbtucfe n Sfynlid), ben Sluöbtudf : 

n'= A'E'2— 2B'D'E' + C'D'^H- G' (B'*— A'C), 

fo Wßt et ftc^ umfotmen in: 

^ ( A' E' — B' DO * — (D' •— A' GO (B' *— A' C) 

A' 
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H2 £2 ^2 QQ 

mb alfo: n'= — ^ ^_ ^^ — ,obn einföc^et: 

S* öl* 

Um min einen aUgemeinen «Inöbrucf für bci6 Differenjial beö 
93oflett6 9s= — (nad^ §• 26) unb mic^ fut ben Ärummung^r^att* 

mefler l^etjuleiten, fefeen wir: p = ^; bann tfl: 

""^^^ P Ay + Bx+D' ^^'^- y-P^ - Ay+Bx + D " 

k. (Dy + Ex + G) 

ober: y — piea-^-i-j-i -—L^y. 

•^ ^ . Ay + Bx + D 

Salier ifl: 

^_ /[(Ay + Bx + D)^ + (By + Cx + E)^4- (Dy + Ex -f G)^] 

Ay + Bx + D 

©irb fetnet gefegt: 37 =?# f«> fnbet man jundc^fl: 

(By +Cx + D)(Ap +B) — (Ay H- Bx 4-D)(Bp +C) 
^ (Ay + Bx + D)2 ^ ' 

unb »trb für p ber mm P— fy^^x+D <«^ft^t«H fo ^ 
man: 

(By + Cx + E) . [(B2— AC)x -f- BD — AE] 

: + (Ay + Bx + D)[(B^-^ AC)y + BE - CDl 

^ (Ay + Bx4-D)3 ' 

©lefer «Tuöbnidf gellattet aber eine namr;afte JRebuction, m^ 
bni^ man f{nbet: 

_ [AE^— 2BDE + CD^+G(B2^AC) ] 
' (Ay+Bx+Dj3 ' 

ober: q= "~ 



. ^ (Ay+Bx+D)* 

9?un ifl ater ber ?luöbrudf für btn Äriimmunaöl^aftmetfer r nac^ §, 26 : 

■ (^)* 

tiigr= — — - unb w=t^(i+x«+y*); olfo l^at man: 
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mrin unter n, »ie ttn§.60,Derflanbett»trbbcrccn(lante?rKdbnidf: 

n =s AE2— 2BDE -f- CD2+ GcB2— AC). 

SDiefe formet für tng r tft (tngefel^en bte SSolTjldnbigfeit ber 
©letd^ung Ay« 4- 2Bxj + Cx^ 4- 2Dy + 2Ex 4- G = o, fe^r einfach* 

1 

S)er Shröbrucf für tng r ijl : = ~ , «nb alfo : r=90 ^^ »enn n = o tjl, 

S)ie ©ebmgimg^gleic^ung n=o brücft ater au^, baß bie Oleid^ung 
Ay2 + 2Bxy + Cx2+2Dy4-2Ex+G=o jerlegbar fet) tn jwet 
@(et(^ungen be^ erflen ®rabe^, unb a(fo ntc^t einem fpl^drifi^eti 
Äe3elf4)nitte, fonbetn einem ©9fleme jweier J^auptfreife ange^ftre* 
Salier i(l ber Ärümmung^^albmeflfer eineö fp^tifd^en Äegelfd^mtt^ 
immer <::90° n)enn man ben i()m jugel^öriaen Ärfimmungöfrei^ 
mit bem Weinflen 3{abm6 Befd^reibt, linb >90°; wenn man il^tt 
öu^ einem Sentrum tefc^reibt, »elc^eö ber Oegenpunft be6 t?origen ift. 

Qin anberer d^arafteri(Kf($er Unterfd^ieb ber ebenen unb fpf^d« 
rifd^en Äegelfd^nitte in ^Infe^ung ber Wittelpunftäbeflimmung wirb 
gewonnen, wenn man bie Sinie unterfud&t, worin bie 5UIitteIpunfte 
aller fp^drifc^en Äegelfd^nitte liegen, welche burc^ ijier gegebene 
^punfte M, m; N, N' gelten* Wlan tann bntd) biefe mer fünfte 
offenbar brei (S^fleme \>on jwei ipauptfreifen legen, ßegen wir jeßt 
burd^ M «nb M' ben erflen unb bur^ N, N' ben ^tüeitin ^aupt^ 
freier welcher ben erjlen in V fd&neiben mag unter einem SBinfel 
= v, unb nel^men wir biefe beiben ^auptfreife ju ßoorbinatensSfren/ 
ölfo Vjum Slnfang^punfte. S(uc^ feßen wir: tng VM=:a, tng VM' 

:=a; tngVN=b, tng VN' = b'. 3(1 mm Ay^-j-aBxy + Cx^ 

+ 2Dy 4- 2Ex + G = o bk ®lei(I>ung an ben burd^ bie »ier fünfte 
M, M'', JV, W gel^enben ^egelfc^nitt, fo l^at man jur Seflimmung 
ber ßonftanten bk ©leid^ungen: 

Ca« + 2Ea 4- G == o, Ab« 4- 2Db 4-;G = o^ 
Ca'«4- 2Ea' 4- G=o, Ab'24- 2Db' 4- G = o; 

unb f)ierauö folgt: 

Esa — G. ^ ; D= — G. ^~--; C = — 7-; A= -— ; 

2aa' * 2bb' * aa' * bb' 

, B 

ba^ aSerl^dltniß - aber WiH unbejlimmt. SBerben bie gefunbenen 

VF 

5Bert^e fubjtituirt, fo erl^dlt man bk ©leid^ung: 

y« /2B\ . x« b4-b' a + a' 

ober aud^ nad^ SBegfd^affung ber 9?enner: 

aa'.y*+2B.xy+bb'x*— aa' (b+b') y— bb'(a+a')x+aa'bb'=o, 

wenn man ben ßoefftcienten ü^on. xy wieber mit 2B bejeic^net 
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93e(Hmmt finb alfo nur bie Soefftctenten : A =s aa' ; C = bb' ; 

D = — aa' (^-^'); E=-.bb' (^^') Unb G = aa'bb'. 

SBirb ber Witttlpmtt bet ^ntn bind) 0, u) kjetc^ttef, fo tff nac^ §* 51 : 

Au + Bt4-D = (Du4-Et + G).(i? + t cos v)^ 
Bu+Ct4-E=(Du + Et4-G).(t + u cos v). 

Um mm bte (Sleic^ung an btn Ort bt^ ^unfted (t, u) ju tx'^aUm, 
eliminirt man bie ©roße B, troburcb man ttf)ält: 

Au^— Cl2+Du— Et==(Du + Et + G);(u2 — 12), 

unb in bet burd^ biefe ©leidbung au^gebtucften Cutpe liegen nun 
iie SBlittüpmtU allet bet ^egelfc^nitte, »eld^e biirc^ bie i?iet ges 
gebenen ^punfte M, M', N, W gelegt »erben tonnen, Siefe ßuti^e 
gebort nun offenbat ju ben ßinien ber britten Drbnung, ba l^ingegen 
bie Ortöcurt^e für bk 5Wtttelpunfte bet ebenen ^egelfc()nitte, »elc^e 
burc^ »ier gegebene fünfte gelegt »erben fonneU; befanntlic^ mtbtt 
ein ebener ^egelfc^nitt ifl, 

£)ie gefuc^te (Juroe gelS)t offenbar burd^ ben '?lnfang6punft V, 
imb alfo uberl^aupt burc(> bie brei J)urcl^fc^nittöpunfte ber bret 
©Offeme von iE)auptfreifen, welche ebenfalls burd^ bit mt gegebenen 
fünfte gelegt »erben fönnen* 

2Berben für A, C, D, E, G bit oorl^in gefunbenen SBett&e 
fubftituirt, fo erl^dilt man: 

aa'u^-bbU^+bb'(!l±i\-aa{^)u==[aa'^^^^ 

-bb'(^~^^t].(u^-t»J. 

^ 63. 

5n Flg. 10 tinb burd^ bk oiet gegebenen f^unfte M, M', N, N' 
tie brei 8inienfi;(leme VMIVI' unb VNN', WM'F unb WMN, 
M'üN unb MüN' gelegt, »elcfte fid^ in V, U, W fc^neiben, 

^ SJurc^ biefe brei fünfte ge()t alfo bie gefunbene ßinie ber britten 
Orbnung* 5J?an fann aber noc^ meistere fünfte ftnben, burc^ 
ireld^e biefe ßinie ebenfalls ge^t @e(?t man n<5[mlid; in i^ret 
©leid^ung t = o, fo l^at man : 

[Wa-aa- (^^)].«= [aa'hb'_aa' (^^)u].a^ 

S)iefe ®leid^ung ijl tl^eilbar burd^ u, unb bit^ gibt ju erfennen, 
ba^ bie ßuroe burd^ btn Slnfangöpunft V (unb alfo aud^ burc^U 
amb W) ge^)t; fte ijl aber auc^ tl^eilbar burc^ aa', imb nad^ Slbs 
»erfung biefer g^ctoren Mft jie fic^ unter folgenbe JJorm bringen; 
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i 

2 '^ b+b' 
i 

€e0t mannunu=:lngy, foijt:- — u^coty— tngy=2cot2yr 

c .. b + V tng VN + tD£; VN' ^,^t . ^rar.. 

«nb affo: tog^y« j3j^==^-L^^,^^^^^ =t„g(VN+VN'^. 

VN Hr VN' 

eben y= - — ♦ 

Salbet gel^t . bte Ort^cuwe ber ?Wittelpunf te mid^ bntcl^ bie 
3Äitt^ a iion NN'; an^ gleichem ®ninbe gc^yt fie alfo aud^ butd^ 
bie SBttte /5 i?on MM' , burd^ bie gOJitte / »on MN, butc^ ih 
WxtU V von M'N; unb burc^ bie ^Witten ? unb ^ ber teiben 2)ia5 
gonalen NM' unb MN'; benn man l^dtte eben fo wol^I bie fünfte 
W nnb U ju 5{nfang6*punftett nel^men Knnen^ 

©urcf> biefelfcen neun ^punfte (bem ©egtiffe ber fiage nct^ 
finb fle bfefelben) gel^t aber aud^ befanntlic^ in ber Planimetrie 
biejenfge ßinie ber jweiten Orbming,Jn treld^er bie SKittelpunfte 
aller ebenen Äegelfcl>nitte liegen, welche burc^ i>ier fefte fünfte 
gefc^rieben ftnb. 

§♦ 64. 

3?a bie ©leid^ung ön einen biirc^ bit mt ^mtt^ M, M', N, N' 
befd^riebenen Äegelfd^nitt ifl: 

aa'y2 + 2Bxy-f bb'x^— aa'(b+b')y--.bb'(a+a')x + aa'bV=o, 

fo ift wenn ein ^ol (t, u) angenommen wirb, bie ©leid^ung an 
bie t(;m ängel>i)rige Velare (pac^ §. 55): 

[aa'u + ßt^aa' (ttL )] y + (Bu + bb't - bb' (^i£) 



^ 



^aa' (^) u^.bb'(Ä') t4-aa'bb'= 



Ot 



Stefe Oleic^ung ifl offen^at nur bann vtn B unot^illttätg, wenn 
ts5u=so ifl, unb jie^t jtc^ im biefet 2fnita^me jufammen auf; 

ober: — ^ — , y+__^x = i; 

b. I;., n>enn burc^ bk }i>m. fünfte M, M', N, N' beliebig i>fele 
Jtegelfd[;nitte befd^rieben unb einer r>on bm brei fünften U, V, W 
ate ^ol genommen «oirb, fo "fyat er in S3ejn3 auf alle biefe ^egeU 
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i^nütt eine mb btefette polare, unb jwair tfl WXJ bie Rotere fut 
ben ^ol V, Vü hk ^laxt für ben «Pol W imb VW bie polare 
fär ben ^ol U. 

25ie fo eben erl^altene ©leid^ung i|l einfad^:' 

/^col VN + cot VN'N / ^ cot VM + cot VMS _ 

unb l^5tte auc^ leicht unmittelkt an6 ber im §. '54 öngegebes 
iien gormel 2 cot AC=cot AB + cot AD j^ergeleitet »erben 
FjDnnem 

Die affflemeineeieid^nng Ay*+2Bxy+Cx2+2Dy+2Ex+G=o 
f ann xiod) oiif eine bemerfen^werrt^e 5CBeife mittelil ber 3(pplicaten- 
t»ert;(ültniffe bargejiellt werben* gü^^ren tt>ir junac^fl hk 5lren^ 
(Soorbinaten felbfl ein, inbem wir tng y für y unb tng x für x 
{Auiitiu S)ie Oleic^ung ifl bann: 

Atngy2-)-2Btngx.tngy+Ctngx^*+2Dtngy + 2Etngx+G=o. 

S)er ?(renn?infel v ^aU eine unbeflimmte Oiroße, unb jur Sltfciffe x 
^el^ore bae $(pplicateni)erl^i(tniß ipz; bann ijl nac^ §• 3: 

g)Z 

tngy= # 

cos X 

unb wirb biefer SBertl^ fubjlituirt, fo erl^dlt man nad^ ^oxt\(^a^ni 
ber 9tenner bie ©leid^ung: 

A, 9)Z*+2(B sin x4-D cos x)« 9z4"C^,»iöx*+ 2E sin x cos x 

+ G cos x*=o^ 

. - . , /'B sin X + D cos xN cos x* ,^ 

Dber : q>z^+ 2 ( j j y« + — r— (C tng x» 

+ 2E tng x+G) = o. 

2)iefij ©leic^ung qxH aud^ für ieben SBertl^ »on x jwei »erfd^iebene 
HBertl^e pon gpz, unb wenn wir biefe beiben SBurjeln mit yz unb 
'<f7J anbettfeen, fojijl offenbar : 

cos X * 
g)Z.g)i'= __(tng x*.C + 2E tngx + G)^ 

C / E ^\ ^ 

ober: 9z. 92'= j cos x^l tng x* + 2 c"*"S^"*"'c/ 

Der ?(u^bmrf auf ber redeten ©eite ^at, gleich 5lutt gefe^f, aud^ 
f;tHi SBurjelU; bk mit tng a unb — tng b = tng — b -bejeic^net 
fei;n mögen, unb e^iifl «Ifo: 

2E G 

*nS x* + ^tngx+^=;(tagx — tnga) (tngx+tngb), 
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Q 

bal&er : <pz . (3pz'== T* co« x^ (tng x — tng a) , (tng x + tngb). 



sin (x — a) . ^ ^ ,4. sin (x+b) 
^^ -^ Uttb tng {x ^) «= — !— ^ 



5If)Cr: tncx— tnga«= ^^ imo tng^x-fpj«= ; 

b o ^Qj jj^ c^j5 X * * ' cosb cos X 

(tifo lE)at man: 

g)Z . az' = ( ^ r ) • «»" 0'^ — *) • «^n (^ + ^)- 

^ ^ y^\ cos a cos b/ 

5Benn mtn in Fig. ii afö Slbfciflenlmie eingenommen wirb bie 
©e^ne AB unb V aU «Infang^punft, alfo VL = 90 ° genommen 

sin PM 

Wirb, fo ijl: VA = a, VB = b, VP - x unb ^z = jr^^-j^^ 
<pz' = —, — iHTT; baUt benn: 

s:n LN 



sin PM sin PN 



= (^ E . ) . sin PA . sin PB. 

. VA cos a cos b/ 



sin LM sin LN 

SBirb noc^ eine SIDfcifie Vp genommen, fo finb iu juge^örigen 
2lpplicöteni>err;dltnifre : !!iL^ unb *4^^-^ ; baf;er ifl au4): 

^ sin Lm sm Ln 

sin pm sin pn / — C ^ . 4.-0 

-; — - — . -. — i-— sxf ) . sm pA , sm pB. 

sin Lm sin Ln y^A cos a cos by 

SBirb biefe ©leic^ung mit ber i>origen »erbunben, fo erl^dlt mön ; 

fsin PM.sin PN"] fsin'pm.sin pn"|^ sin PA . sin PB 
Lsin LM.sin LNj * Lsin Lm . sin LnJ sin pA » sin pB 

S)iefe ®Ieid;nng ift unabhängig von ber Cage beö vorigen 3Infang^s 
punfteö V ; auc^ ifl bk ßage beö ^untteö L unb ber ©e^ne AB 
DoKig wiKfurlic^; baffer bröcft bit gefunbene ©leid^ung tin alfen 
fpl^drifc^en jlegelfc^nitten gemeinfdjaftKd^e^ @efe^ an^ in ber gorm 
einer Proportion, mitteljl mld)tY man auö fünf gegebenen ^unfe 
ten M, N^ A, B unb m btn fec^^ten n ftnben fann. 

35ie fo eben erl^altene allgemeine Proportion ifl überl;aupt ber 
$(uöbrurf ber metrifdben SBejiel^ung unter ben ßinienftücfen breier 
^auptfreife, wovon ieber bie heibtn anberen unb einen fpl^dirifd^en 
Jtegelfc^nitt fd;neibet Siefe brei Jpanptfreife fönnen aber wiKf ürlic^ 
gelegt werben^ unb eö fonnen inöbefonbere il^re brei ©urd^fc^nittö* 
punf te A; B, C, wie in Fig. 12, auf erl^alb be6 ^egelfc^nittd liegen» 
Q^ ijt bann gleid^wol^I: 

f ttn AD sin AD H f sin BE smBE^ sin AF.sin AF^ 
Lsin CD * sin CD'J * [sin CE ' sin CE'J"" sin BF. sin BF' * 

Die brei J^auptfreifiJ f ßnn^n aud^ fo gelegt werben, baß ber Äegel* 
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fc^nitt bai^on Utü^tt noirb, tote in Flg. is. £)a(et«faDen bte fünfte 
D' unb D in ©nen jufammen^ eben fo E' nnb E, axid) F' unb F, 
tinb man erl^dlt alfo nun: 

/'suiADn a /' sin BE N » /- sin AF \ ^ 
V^sin OdJ • Vsin CEy ""Vi" BfJ ' 
sin AD sin CE sin BF 

ober auc^: -: — FiFr*"'^ — Sr^ — = — r^ ^*« 

^ sin CD sin B£ sin Ar 

ÜBetben alfo bie bret Serul^nmgöpunfte mit b^n ©d^eiteln bet 
©egenwinfel butc^ hm SSogen größter Äreife BD, AE mb CF 
Derbunbett; fo fd^neiben fic^ biefe in @inem Ranfte. SKan fann in 
Sfnwenbung biefeö ©aßeö alfo an^ jtoei Seröl^riingepunf ten D unb 
E ben Serül;run36puntt F ftnben, wie in ber Planimetrie» ' 

Slel^nlic^e Seflimmungen erl^dlt man, wenn me^r aU brei 
Jg)auptfreife oon einem Äegelfd^nitte Berul;rt »erben, weld^e at»er 
wegen if^rer aKju großen Uebereinflimmung mit btn ö^nlic^en pla* 
nimetrifd^en lf)ier übergangen werben • 

Die ganje ßet;re oon btn polaren Wßt fid^ <tn^ ber im §. 66 
gefunbenen allgemeinen Proportion l^erleiten, worauf wir l^ier ber 
Jturje wegen nid^t eingel^en. ^tatt beffen nel^men wir je^t fd^on 
an, bie Seltne AB in Fig. ii fep bie bem ^ole L jugebörige ^o« 
lare* Dann ftnb bie iinitn LMPN, LSVR unb Lmpn l^armonifd^ 
get^eilt, nnb alfo: sin LM «sin PN = sin PM . sin LN; ober anö}: 

sin PM sin PN 

__^ ♦ 

sin LM"" sin LN 
_ .^ sin pm sin pn. 

eben fo ift: -t — y— = -.—r- • 

* ' sm hm Sin Ln 

2Berben biefe SQJert^e in ber allgemeinen Proportion: 

[sin PM sin PNI fsin pm sin pn"| sin PA. sin PB 
sin LM sin LNj * Lsin Lrn sin LnJ sin pA . sin pß 

fubjlituirt, fo er^dlt man : 

sin PA .sin PB 



/ sin PM \ 2 / sin pm \^ _ 
\sin LM/ ' \sin Lin ) 



sin pA. sin pB 

®anj eben fo ijl nun auc^: 

A in PM \ 2 _ /sin \^ \ 2 sin PA . sin P B ; 
Vsin \M) "■ V^sin LS/ * sin VA. sin Vß* 

tinb wenn, rait im §. 65,^ angenommen wirb, b(x^ VL =90** fe^, 
«nb wenn ferner gefegt wirb: VS==;VR=b, VA=a; VB=/J, fo 
i)Qit man bit einfädle ©leid&ung: 

sin PM sin PN / tng b^ V 

T12^ Ti^ =f^ ■ A ^ V^(sin PA. sin PB), 

sin LM sin LN V,«»« « . sin /5/ ^ ' 

weldj^e jugleid^ eint jiemlid^e SlUgemein^eft l;at. SBirb b\t Seltne 
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AB mUt&tü^ gewdl&Itr fo tfl nun aUt btt ?Pimift L nid^t me^t 
wtaWirKd^; benn eö fott L ber ^ol ber qjolafen AB fe^n; bie 
ßage be6 ^unfte^ V ober ift abgefe^en wn einet tnftglid^n B^u 
beutigteit (ober gar ijötttgen UnU^mmt^tiO, ber »ebingung unter* 
Würfen, ba^ VL=90*!.fe9n fott. 

Um ju fpecietteren gormen ber ©leid^ung an einen fpl^drifd^eti 
Äe8elfclS)nitt uberiugel^en, i(l ber a5ett)et6 nrt^ig, baß, wenn au6 einem 
ber brei SRittelpnnfte P afö Zentrum ein ^auptfreiö befclE)riel>en 
imb tin ^unft (x', /) ober M feiner ^eripf;erie aU ^ol anges 
nommen wirb, bie il;m jnge^ßrige polare burd; benfeiten SfflitteU 
pnnft P gel^t @6 werbe biefer SÄittelpunft P bejieicl^net mit 
(t, u); bann t(l bie (Sleic^nng anbtn Jg>auptfreiö; beffen Zentrum 
er ift offenbar: 

(u+t cos v) ♦ y -|- (t;+ ti cos v) , X + 1 = o, 

uttb ba fic& ber ^unft M in feiner ^eript^erie beftnbet, fo ijl aud^ : 

(ä -f- 1 cos v) , y' -f- (t 4" u cos v) . x' + i = o. 

3)ie ©leic^ung an bie ^polare beö «Pnnfte^ M aber ifl: 

(Ay' + Bx'+D) y + CB/ + Cx' + E).x + Dy' + Ex'+G=: O/ 

unb weil ber ^unft P ein SÄittelpunft ber Sur»e, alfo 

Au + Bt + D .^ 'Bu+Ct+E 

TV I T7^ « r. =^ + *^ cos V unb -r — T,^ , ^ =t4-acos V 
Da + Et + G Du-f^t-fG 

tfl, fo i(l auc^ bit ©foic^ung an ben ^auptfrei^, beffen Zentrum 
et ift: 

(Au + Bt+D) y+'(Bu + Ct + E)x + Da + Et4-G = o, 

unb, weil M ein ^unft feiner ^eripl^erie ift aud^: 

(Au + Bt + D) y' + CBu+Ct + E) x' + Du + Et+ G = o, 
ober: (Ay' + Bx' + D).u+(By'+Cx +E).t+Dy'+Ex' + G=o; 

unb wirb biefe ®(et($ung mit ber an bk polare be^ ^unfted M 
jnfammengel^alten : 

(Ay'+Bx' + D).y + (B/+Cx'+E)x + Dy' + Ex' + G=o, 

fo fielet man, baß, wenn x = t genommen wirb, auc^ y => gefun« 
bm wirb, unb alfo bie polare beö ^unfte^ M burc^ i^r fpl^drifc^e^ 
Zentrum P gel^t, wenn P einer i)on ben brei SBittelpunften beö 
Äegclfc^nittö i% 

§. 68. 

Sluf ba6 fo eben aufgefleUte S^eorem grünbet ftd& ber ©egriff 
ber c n j u g i r t e n 5) u r dj) m e f f e r bei ben fp^drifc^en ^egelfd^nitten 
in Slnfe^nng eineö i^rer brei SWittelpunfte, Sefc^reibt man ndmlic^ 
auö äinem ber brei Mittelpunkte P eined fp(;drifd^n ^egelfc^nittö 
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einen Jf^auptf ttt^, unt^ wirb nad) einem fünfte M feiner ^eripl^erte 
ein JRabin« gejogen, fo mirb tin S^eil beffelben unb feiner SJer« 
Mngerung eine reelle oberauc^ ibeale @el)ne, nnb, n?ejl fte bnrc^ 
ben SSJlittelpnntt Qt^t, ein ©urd^meffen SBirb bönnber ©nbpnntt 
be^ gezogenen 3labiuö a\6 ^ol betrachtet, fo i(l bie il)\n jitgel^rrige 
polare, welche nad) §. 68 burc^ benfelben 9)littelpunft Qef)t, fo weit 
fie eine ©el^ne i(l, berbemerfl genannten Durc^mefler conjugirte 
önbereS)urcl^meffen 3« J^^^«^ S)nrc[;meffer gef^ßrt alfo nnr 
ein i^ta coniugirter jweiter. 

5£öirb ber 3WitteIpnnft P jnm 5lnfang6pnnf te genommen, »dl^renb 
bie (5oorbinaten=5(ren eine unbeflimmte ßage belf^alten, fo ifl : t=u=o, 
olfo auc^: D=E = o. ©er eine Surc^mefier fdttt nnn in bie Sage 
PMj feine ®leid()ung alfo ift nnn: 

£)ie ®Ieid^ung an ben conjugirten Dnrd^meffer würbe [aber nac^ 
5. 67 fe^n: 

(Ay' + BO y + (B/+CxOx + G==o, 

weld^e 01e{d()nng offenbar falfd^ erfc^eint; benn il^r gemäß ginge ber 
conjngirte ©nrc^meflfer nic^t bnrd^ ben Slnfangöpnnft P, weil in 
itx ©leid^ung: Ay^ + 2Bxy + Cx ^ 4. g = o bit (Sonflante G 
nic^t = o fe^n fann, S)iefe Unrid^tigfeit röl^rt aber nur oon ber 
©pecialiftrung l^er, woburc^ ber ^unft M in bit ßarbinale »erlegt 
wirb. 

(Seine ßage fann nun nid^t mel^r bnxd) bit ?Iren5Soorbinaten 
Are (tng = x') unb arc (tng=/) bejlimmt werben (nac^ §♦ l.X 

Y 
Slber ba^ SSer^dltniß ^, weW^eö wir mit a bejeid^nen woBen, be^ 

^ffimmt i^^t aMn i(t)on bie ßage beö ^nnttt6 M in ber ßarbinale» 
©ubflituirt man aber in ber Oleic^ung ( Ay'+Bx') y 4.(By'4- Cx'j x 
+ G=:o für y' ben 2Bertl^ ax' unb btoibirt man burc^ x', fo er- 
^U man: 

(Aa+B) y + (Ba + C).x + ~ = o, 

ebtx weil x' « - i(t, fo ift bit ©leic^ung an btn einen ©urd^meflfer • 
y=ax, unb bie ©leid^ung an btn i1)m conjugirten £)urd)meffer : 

(Aa + B).y + (Ba + C).x=:o, 

welcher gemäß er burd^ bm Slnfang^punft P gel^t, wie fc^on im 
^ 67 bewiefen würbe. 
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Die le^te ©letd^ung fltmtnt gati} mit betieni^m it6erein, mo^ 
bnrt^ in ber Planimetrie bie JRid^tung beö cpnjugirten 25utc^mefier6 
beflimrat toitb, 

S. 69. 

Sie kiben ©leid^unflen y = ax unb y = — am ' S ^ ^ 

jwei eoniugitte Durd^meffet beflimmen bie gorm ber ©leid^ung 
Ay2-f-2Bxy4-Cx2+G = o für beti gaff, baß ik teiben conps 
girten Durc^mefier felfcjl ju 6oorbinaten::3(ren genommen »erben* 
@off ber erfte jur erflen unb ber jweite jur jweiten ßoorbinatem 
?lre »erben, fo muffen il^re ©leid^ungen bk g^ormen y = o mib 
x=o ^abem 2)al;er muß a=o unb Aa-f B==o ober B=o fejon* 

2)te ©leid^ung an einen fpf^drifc^en Äegelfc^nitt, bejogen auf 
jtrei conjugirte Surd^meffer afö 6oorbinatens3tren, ijl ba^er i^on 
ber %t>xm: 

ober wenn unter A, D, G pofttipe ga^Ien »erftanben werben, fo 
^at man bie brei formen: 

Ay' + Cx^ = G; Ay' — Cx'=G unb — Ay2+Cx*=G^ 

wo»on leicht gejeigt wirb, ba^ fie fic^ auf bk efcen fo t?ielen rer^ 
fc^iebenen SWittelpunfte kjie^ep* 2)ie erfle gorm tejiel^t fld^ offene 
iar auf ben i n n e r n SKittelpunf t, unb bie teiben anberen formen 
werben alfo jur 3lnwenbung f ommen, wenn einer ber teiben Äußeren 
5D?ittelpunfte jum S{nfang6punfte genommen wirb* 

£)en brei ©leid^ungen gemäß gel^ßren nun ju ieber Sltfcifie x 
jwei gleicf> große, aber, entgegengefeßte SSertl^e oon y, unb umgefel^rt; 
aber nic^t fo oerl^dlt e^ ftd^ mit ben einer Slbfcifie x juge^origen 
^pplicaten; biefe {tnb nur bann gleich groß, wenn ber SBinfel, 
weld^en bit Uibm conjugirten Surd^mejfer einfd^Iießen, m red^ter 
ifl unb alfo biefe Durc^meffer jwei ^auptburd^meffer ober Slren 
finb. 

§♦ 70. 

©^ fet) Ay2-f-Cx* = G bie ©leid^ung an einen fpl^drifc^en 
Äegelfc^nitt, bejogen auf jwei ^auptmeflfer. ©off x = tng a für 
j=o unb y==b für x = o fei)n, fo fonnen bie teiben ^albcixm 
a unb b eingeful^rt werben, woburc^ftd^ bie @Ieic^ungoerwanbelt in: 

y^.cot b^-f x^ cot a2 = i. 

ÜSenn a = b = r ijl, fo l^at man bit ©leid^ung : 

x2 4-y*=tng r* 

«n ben ^tti6 bejogen auf jwei 2)ur(^meffer befietten, weldj^e (t<^ 
imter redeten 51öinfeln fc^neiben. Um ben Ärei6 au^ifc^ließen, nel^^ 
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X* 






tnen wir an, bau a>b feij. S)ie ©leidbuna r-^, , . , 

'^ "^ tilg b* tng a 

gel^ßtt bann feiner eknen Surre an; benn jebe etene 6«rre auf 
ber Oiexfi&^t ber Äugel ifl ein Äreiö* (5ö fe^ in Fig. 14 bie 
große J^aItare,CA=CB=a,unb bit Heine ^albarefet) CD =CE=b. 
aSon einem fünfte M ber (Surre mxbm bie ^erpenbifel MP unb 
MQ auf AB unb ED gefdat unb eö feij tng CP = x, tng CQ=y, 
fo ifl bie rorl^in angegebene ©leic^ung conflruirt SBirb rom inneren 
SÄittelpunfte C aii6 ber ?Rab\i\6 rector CM=g gejogen, unb ber 2Bim 
ta ACM=v gefegt, fo ifl: 

x = tng^ cos V unb y==tng^»sin v. 

55urc^ biefe ©utflitution reriranbelt fic^ bie rorige ©teid^ung in: 

cot ^*=cot a^ » cos v*+ cot b^»sin v^. 

3u jebem SBertl^e beö SBinfefö ▼ geboren alfo jwei gteid^ große 
unb entgegengefe^te SBertl^e ron g, wie ol^nef;in Befannt ifl; benn 
jebe bnxö) ben inneren 9KitteIpunft C gel^enbe @e^ne MM' ifl tin 
Surc^mefTen Sluc^ gehören ber gefunbenen ©feid^ung gemdß ju 
jebem SBerti^e ron g jwei fold^e 2Bertl;e ron v, bie entweber gleid> 
groß unb entgegengefe^t jinb, ober fld^ ju 180 *" ergdnjen. 5ebe 
5wei Surc^mefler alfo, mtd)t gegen bie große §lre eine gleid^e 9?ei« 
gung l;aben, (inb gleich gtoß. 

S)ie ©leic^ung y^.cot b^ + x^, cot a^^i Wßt fid^ aud> im 
©ebraud^e ber Slpplicaten umformen in: 

tng PM2 = *.^i^ . sin PA. sin PB 
sia a* 

unb tng QM^=» °^ - ^^ . sin OD . sin QE. 
" sm b^ 

3n ieber SlbfcifTe CP gel^oren alfo nun jwei gleich große, akr 
entgegengefe^te ?(pplicaten PM, unb eten fo aud^ ju jeber Slbfcifie 
CQ jwei gleich große, aber entgegengefe^te Sfpph'cateu QM. 

2)iefe beiben ©leic^ungen finb fpecielfe formen ron ber am 
©d^Iufie beö §• 66 aufgefleKten aügemeineren, unb rermittelu bm 
Uetergang, wenn ber Slnfangöpunft ber ßoovbinaten in einen ber 
kiben äußeren 9Jlittefpunfte oerfegt werben foK» 

§. 71. 

aSenben wir bit im §♦ 61* l^ergeleitete allgemeine S^ormel jur 
g5etedS>nung bed Ärümmung^öalbmefferö an auf bit ©feic^ung; 

y*. cot b^+^^'-cot »2=1, 
fo ifl: A=:cot bVB = o, C = cota2 d^o, E = o unb G = --.l; 

alfD i|l: n=cot a^ cot b* unb bälget: 
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, ., /ry* cot b^4- X» cot a^+n* 
tng r«tng aMng b'|/[^^ ^+,.+ y> J ' 

SBirb bcr Ärümmunge^aftmeffet für ben @d)dtel A mit p unb 
füt ben ©d^itel O mit q bcjeid>net, fo ^at man offenbar: 

tng b^ ^ tnff a* 

tng q tbg a' 

J)iefe tciben Ärümmimgö^artmefler mögen bte ben teiben Slren 
AB unb CD jugeprigen Parameter l^etfen. 

9Äan ftnbet klb, ba^ bet Parameter ber großen Slxe bet Heinfle 
linb ber Parameter ber fleinen 2lre ber grofjte unter allen Ärum» 
muiigöl^albmefiern ber 6urj?e tjl» S)urc^ bte Reiben Parameter t(l 
alfo bte größte unb ftetnfle Krümmung be^ ^egelf(^)ntttö teflimmt. 

3Kon finbet noc^: tng p.tng q=tng a.tng b, unb eö i(l ölfo 
rüct»drt6 : 

tng b'=tng p2. tng q unb tng a' = tng q^ • tng p. 

S)urc^ bk größte unb fleinfle Krümmung eineö Äegetfd^nitte i(l er 
alfo feltfl ooHig kjlimmt 

S)ie Parameter p unb q ftnb Sonflanten, »eld^e jtc^ mit Sor^ 
tl^etl in bk @leicl^ung an bm ^egelfd^nitt etnfül^ren laffen, loenti 
ber ?lnfangöpunft in einen ber ©c^eitel ber Reiben ^ren t?erlegt mtb. 

Um ettoa ben Slnfang^punft nac^.Agu oerlegen, fe^: PM = » 

unbAP=x. S)ie®letcl^ungijlbann: tngx^ ,^ _ sin x , 8in(2a— x)^ 

sin a^ 

c * • *ng ^^ . tng b^ cos 2a . , 

ober : tng z« Ä —S sin 2x =— ; — r — sm x^ 

° tng a sma* 

S)al^er l^at man toeiter: 

2tnß p . ^ 

tng z' = lng p.sin 2x S-X.gmx*» 

^ ^ ^ tng 2 a 

5rBirb aitt QM=z imb DQ = x gefegt, fo finbet man auf äl)n^ 
lic^e $lrt bie ©leid^ung: 

« . . 2 tng q . , . 
tng z^=tng q.sin 2x ^ . sm x*. 

SBirb PM=z unb CP=:x gefe^ fo i(l bk ©leid^ung: 

tng b* . . . . „^ , « / sin x*\ 

tng z« =s ^^5 — (sm a»— sin x^) == tng b» ( i— -: > 

° sin a* ^ ^^ 6 \^i s^n ^V 

imb »irb QM==z, CQ=:x gefegt, fo i(l bie ®leic^ung: 

tng 2^=-^?^ (sin b^-sin x») = tng a^ (i ~ '^^A 
° sm b^ . \ sm b' y 



~ I •■ 
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Unter ben auf bn gto^tn ?Cre flenommenen ?(6fdffen ^iH e^ 
eine CF = Cf, beten jugel^otige ^pplicate FN ober fn bem ^ara* 
metet p biefer §lxe gleich ijl. Diefe ?I6fciffe werbe mit e tejeic^net 
mb bie ©rcentricttdt ernannt; bk teiben fünfte F nnb f 
mögen bte S3rennpunfte l^etfien. t)k un^efannte @rcentrtcitat 
ftnbet man an^ ber ©lefd^ung: 

tnff b^ tng h^ 
°^ tng a* sin a* ^ -" 

C oos c ~~" cos a'^'^ 

iDorauö folgt: tng b^ =^-^ 5 i , ober einfad^er: 

cos a 
cos a = cos e * cos b. 

©tefer gormel gemdß ijl e bfe Äatl^ete 'eined rec|)ttt)infefi3ett 
J)reiedfö, bejfen ^^potenufe bk große unb bt^zn anbeVe Äatf>ete bie 
Heine ^albare be^ Äegelfc^nittö ifl* SSenn man alfo a«^ bem 
(Scheitel D ober E ber Meinen S(re mit einem 9tabiu^, weld^er ber 
großen ^albare gleich ifl, einen ^rei^ 6efd)rei6t, fo fd^neibet er bxt 
große 9lre AB in btn beiben gefud^ten Srennpunften F unb f. 

25er 3«föttintenl^ang jwifd^en bem Parameter p nnb ber (Jrcen* 
tricitdt wirb bann au^gebrudft mitteljl ber g^ormel: 

cos e^ — cos a^ cos 2e — ^cos 2a 

tng p = — : = . — 

^ '^ sin a cos a sin 2a 

§. 73. 

3u ben ©igenfd&aften ber aSrennpunfte gelangt man, tnbem 
man eine ©leic^ung jwifd^en bem Üeit(lra(>Ie FM=r nnb feiner 
fpl^örifc^en protection FP«« fucbt, »otei wir x>m ber ©leid^ung 



tng Z^=: 



4^ — - (sin a*— sin x*) au^gel^en, welche wir oorlduftg 



sin a^ 



umfe^en in tng z^^sin a* cos a*=:(cos e*~cos a*) sin a* — 
(cos e* — cos a^) sin x^. @d ifl nun aber: cot r=;cos « cos z, 

unb bal^er: 

tng r^ — tne «^ 

tng z2==— 2 tL 

^ 1+tng «" 

^Ud^tft; x = e — a,aIfo: sinx^=(sine cos« — cosesina)^, ober: 

fsin e — cos e tng «")* 
smx^= , ■ ' • 

l-J-tng «■ 

SBerben biefe SBertf^e futflituirt, fo flnbet man bk ®leid^ung : 

sin a* cos a^ tng r^=sin e* cos e* tng a'-f- 
2sin e cos e (cos e* — cos a^)« tng a^-ffcos e^ — cos a*)'. 

Sfud i^r aber fann bk Duabratwurjel gejogen werben, wobuvc^ 
man erl^ölt: 
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sin 2e 
tngr= tng P + -^j^T^ga* *"8"' 

SBill tttan (latt bet ^rojectfon a ben SBinW AFM einful^renr 
»elc^er mit v kjeic^net unb bie »al^te Slnomalie genannt 
werben mag, fo tjl offehkt: tng «= — tng r,co» v, unb alfo: 

t„gr=— .i^fP 

, Sin 2e 

1 +-: -.cos V, 

■ sin 2ä 

ober: cot r = cot p f i +-4 cosv j • 

\ * sm 2a J 

2Birb biefe %t>xmtl btfferenjiirt, fo erl&dlt man: 

3r cot p » sin 2e . .. 

-: -,= T- . Sin v*3v. 

sin r^ sm 2a 

©daließt bk Serü^mngölinie MT mit bem ßeitflral^le FM bed 
spunfteö M ben ©infel FMT = 9 ein, fo ijl nac^ §• 31: 

tng 93=:$in r. ^ 

unb alfo: tng g)= . ^^° 2a>tng p 

sm 2e « sm r * sin v 

^m i(l ater: «in r.sin v = sinPM=5sin z, alfo M ^tau aud^: 

sin 2a . tng p 

tngg)= -: 2-1 • 

sm/2e ♦ sin z 

5n biefem Slu^brndfe ifl feine QJrßfe entl^alten, welcfee geön^ 
bert n>erben mü^te, n^enn man bk Formel auf bk S3eflimmung 
be6 2Binfefe fMT' übertragen »offte, mlö)tn ber anbere ßeitflral^l 
fM mit ber burd^ M gelegten Sangente TMT einfd^Iießt: ballet 
finb biefe ibeiben aBinfel immer gleid^ gtog^ »ie in ber 
Planimetrie. 

S- 74. 

' Sin 2e 

- SBtrb ber ßeiffha^t fM mit i' unb bai SSerM^niß jrj-^ 
intt k i^ejetd^net, fo t(l nad^ §. 75 : 

tngFP= *"g7*°gP «„btng£P= !21iln±LP . 

tnc FP + tng fP 
Sa nun FP+fP = 2e unb alfo tng 2e= ^ _ t„g pp ^ tng fP 

tft fo l^at man nac^ ©utflitution ber t)origen SBert^e «nb gort^ 
fc^affung beö 9?ennerö bie ®Ieic^ung: 

sin 2a . tng r . tng r'-|-(cos 2e — tng p sin 2a) (tng r+tng r^} 
=5 k^ sin 2a — tng p^ sin 2a -{-2 cos 2e« tng p. 



J 
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9hitt tfl alber: cos 2e— tngp sin 2a »cos 2«, unb bad ®Keb auf 
ber n^Un @ette i(t gel^öna rebujtrt^sin 2a; ba^er l^at man bie 
einfach ^letc^ung : 

tng r.tng r^ + cot 2a (tng r + tng 0=si, 

i)bet:tDg2a= /°^J + ^"^ 

1 — tng r.tng r 
b* 1^.: r + r' = 2a. 

(S6 ijl alfo bU ©umme ber Reiben nac^ einem ^^un Jte 
Mgejoflenen ßeitjlral^len gleich ber flrogen Site AB^wie 
iü ber ebenen ©llipfe. 

ajefd^reitt man ba^er aud bem Zentrum f einen Meinen 5trei4 
mit einem JRabiud, weld^er ber großen Slre- AB *= 2a gleich ijl, fo 
tfl ber furjefte ?Itjlanb eined jeben ^mtm M ber ßurüe Don ber 
^eripl^erie biefed Äreifed gleich feinem ?lbflanbe von bem anberen 
aSrennpunfte F. 

S. 75. 

3u bemfetten SHefuItate fül&rt auc^ bie Setrad^tung ber ercen^ 
trifd^en ?lnomalie^ 85efc^reitt man ndmlic^ fif»er ber großen 
Sbe AB (Fig. 15) einen Äreiö ANB, beffen fp^drifd^er ^abiu^ 
alfo CA=CB=a ift unb »irb bk Slpplicate PM ber eHipfe m^ 
Idngert, bi^ fte eine ?lpplicate PN beö Äreifeö »irb, fo (;eißt ber 
SBinfel BCN=E ober auc^ ber il;n meflenbe Sogen BN bit ercen^ 
tttfd^ 9lnomaIie be6 ^nnttc^ M, mm ber SCBinfel BfM feine 
tva'fytt Anomalie ifl* 

aSa^ jundd^jl bie 93ergleid^ung ber ^Tpplicaten PM unb PN 

Betrifft, fo i(l: tng PM« = ^^!^^ (sin a« — sin x«) unb 

sm a« 

tng PN» = i?^ Csm a«-.sin x«), unb alfo: 
sin 9l 

tng PM tng b 
tng PN tng a* 

Da weiter: ^ =c-CP, alfo: tng fP=ri^-ipj!li^, unbmeil 

l^tnge^tngOr 

«.«% tne e — tne a cos E 
tngCP^tngCN.cosE ift aUC» tngfP^^^ ^^^ ^ ^^^^ ^ ^ ^^^ ^ . 

tft fo er^dtt man (fM= r gefeftt) »enn biefer «udbrudf in ber 
Sormel 

, sin 2e. -.- 



tngr = 



— a2 — 

tilg a — tng e , cos E 



1+tng a . tng e . cos E * 

wcbnt^ bet ßeitfhal^l r aU eine Function ber ercentrifdj^^n Shto^ 
malte batgeflelft mtb. ■ 

SBitb nun mx f baö ßot^ fg auf CN geföCt, fo ijl: 

tne CN — tng Ce 
tng Cg = tng e cos E, mb alfp: tng r = ^^t„gCW> tng Cg > 

über einfädlet: 

fÄf=CN — Cg=Ng. 

SBirb pom anieun Srennpunfte F ia^ 2ot^ FG aud^ öuf CN 
gefaßt, fo ifl auf biefeI6e Söeife: 

FM=GN+CG = NG, 
xirtb ba Cg=CG ffl, fo \)(it man offentat: 

fM + FM = 2CN = AB. 

Um enblic^ ben Suf'^mmenl^ang jwifc^en bet wallten ?(nomaKe unb 
btt ercenttifc^en felbft bnx(^ tint gotmel au^jubtücf en, fotmen mt 
bk Uibtn ?lu^btucfe für cot r xjotfdiuftg um in : 

sin a cos a-|-sin e cos e cos v . 

cotr= : r : unb 

sin a-* — sm e 

cos a cos e + sin a sin e cos E 

cotr= -: : —^ 

sin a cos e — cos a sin e cos £ 

um (ie ju ibenttftjiten • 

S)te etl^a(tene ©{eic^ung jtel^t (tc^ m^ aUm SRebucttonen 
jufammen auf: 

(tng.a — tng e • cos E) , (tng a 4- tng e , cos v) =tng a*— tng e*, 

unb butcfy fetnete Umfotmung etl^dlt man : 

sin 5i ▼*= ■: ' : =, • sin X t** 

sm a cos e — - cos a sm e cos £ 

^ tnga + tn^e 

tng a — tng e cos E 

«/ ft **" fa — e) 

cos % ▼• = -1^ -. =: • cos Ji E* 

' sin a cos e — cos a sm e cos £ 

tnga-tnge_^^^.^^j.. 



tng a — tng e cos E 

Pbet: tngl= tng V!" ^^+^> = tng ? [/i^^lTtÜiLf . 
^2 ^ 2^^ sin (a— e) ® 2 '^ tng a— tng e 

9(ud^ tft|noc^: 

'/'(tnea* — tne e^) . _ tne a-l^tn&e cosv . ^ 

sinv=; V . S— ^sinEx= f ^ ^ -. sm E. 

tng a — tng e cos E v O^g a^— tng e'*) 
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J)iffer^n4ttrt man, fo ftnbet jtc^ : -: — ^ ""^^e' ^"^ ^'fr *^ff^^^^^ • 

:i«^ /(tng a«>-tDg e*) 
tng a — tng e cos iL 

S, 76. 

93Jenn Flg. 16 am bem innmn 9BitfeIpunffc C eineö Äegel* 
fc^ttttt^ ADBE em J^auptfretd QSRT befc^rieben wirb, »oDon bte 
beiben «Iren AB unb DE be^ Äegelfd^ntttö in Q, S, R, T Qt-. 
fc^nitten werben, fo finb btefe pier fünfte bie duneren 9JIitteIpunfte. 
5Bir fönnen aber ttrtia R unb T übergef^en, »eil fie bk (Segen* 
piwfte Don Q unb S jtnb, unb bemgemd^ nur noc^ Q unb S aW 
bie beiben dußeren ^TOittelpunfte axif^äf)nn. 

©tnb nun AP = x unb PM = z bie ?lbfciffe unb Stpplicate 
eined ^nnttei M beö Äegerfd;nittö, fo ijl nad^ §. 7%: 

* 2 * • ^ 2 tng p . - 
tng z2=tng p » sm 2x ^-^ sin x^* 

tng 2a 

2Birb nun a+a' = 90^, alfo 2a + 2a'=i80°gefeßt, fo i(l offene 
bar: QA=a; unb bk ©leid^ung oerwanbelt (tcb baburc^ in: 

♦ 2 ♦ • r. I 2 tng p . 

tng z2=tng p . sin 2x 4 ^-f- «in x% 

B B r • * ^ tng 2a' ' 

toelAe gleicbbebeutenb ijl mit tng z^« ^, "^ P .sin PA, sin PB. 

aSerlegen wir ie^t bm Öfnfangöpunft in ben äußeren 3iÄirtelpunft 
Q felbfl, inbem wir QP=«x unbPM = z fe^en,foijt: Pa=x — a' 
mb PB=QB — QP = a' + 2a— x = 180° — a'— X. J)aber ift: 

tng z^« ^{p y "" (x— a') "n (x + a'> gur x=o er^ft 

man alfo: 

tng z^= — tng p « tng a'. 

S)af>er ifl nun « unmöglid^; feßen wir aber ba^ pojitive ^robuct 
tng p.tng a'sxtng V^ (b nennen wir nun V bk jweite 4)albaTe 
fiir btn dußeren 9ÄitteIpurtft Q, unb eö ijl bann rürfwdrW: 

tng b'2 

*"8P^-t;iT"' 

tngb* 

weld^e Sotmet mit ber im §• 7i gefunbenen S^ormel tng p = 

ing a 

SCeJ^nltd^feit f)at 2Birb bk ©roße b' eingeführt, fo oerwanbelt jtc^ 
^ie ©leid^ung an bk &tr)>e in: 

tnff b'2 . ^ . ,^^ 
tng z^ -T^ (sin x^-sm a'O- 
o sin a ^ ^ 



^ 
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&i> tonge dfo x<C^^ tft ijl ofentat ^ immogltd^; (Aet ja 
jebet größeren pojttben ober aud^ negötben 2l6fciffe x gel^ören jtDef 
9lei(^ große unb entgegengefe^e ^Ipplicaten. 2Birb x=± go^^ges 
nommen, fo erl^dlt ;nian bie btn fünften C unb K jugel^örigett 
?lpplicaten CD=CE unb RH=RG, beren iebe=b tfl, ©irb x 
nid^t > ± 90 • genommen, fo ergönjen ilc^ bk teiben ßinten E AD 
unb GB'H, welche aU getrennte S^^ifi^ anjufel^en finb, ju bcr burd^ 
bie t)orfle^enbe ©leid^ung attögebrudften (Surve, gleid^fam wie bie 
Reiben 3»^ig^ ber efeenen ^perbel, mit beren ©leid^ung aud^ bie 
oor(lel;enbe 2(e]^nKd)feit f)at Sie teiben ^altaren b unb b' fielen 
in einem fcemerfenöwertl^en S«f<^ttimen^ange ; eö i(l namlid^: 

tng p = tng b « tog b^ 

^wd) f)at man nod^ bie Reiben ^o^w^^l«« 

tng b'= p^ unb mtamrt tngb= i^'. 

tng a tng a 

Sluf dj^nlid^e ^xt, wie bem Steige EAD in Jg)inf!d;t auf ben 9J?ttte^ 
pnnft Q jugeorbnet i|l ber B^^& GB'H, (ft oud^ in i^inftd^t auf 
ben ®egenpunft R i?on Q bem S^^ig^ ^^I^ jugeorbnet ber S»^i8 
g'A'H; weld^er mit bem B^^W ^^'^ eine gefd^loffene Sinie au^mad^t, 
weil RQ=«QC = CR=RR'ac=90^, alfo bie ganje Sinie KR'=560* 
\% £)a^?r i|l ber ^nft R' mit R berfette; eten fo H' mit H unb 
G' mit G. 

Die anö GB'H unb G'AH' sufommengefeßte gefc^loflene fönte 
tjl offenkr bie ©egencuroe r>on EADB. 

5lBerben oon bem 9KitteIpunfte Q.au^ Sangenten anbteSut^ 
n gelegt, fo ift }ebe=90° ober bit ©d^eitet »on ED werben bie 
®eru^rung6punfte; awä} ijl offenbar ber SBinfel: CQD=CQE=b. 

S)iefe Sangenten l^aten Stel^nlid^feit mit ben Slfiomp toten 
ber i^9perteL ©ie l^elfen jur Sonflruction ber jweiten kxt b\ 

errid^tet ta<nn ndmlid^ im ©d^eitel A ber großen ^xt auf i^t 
ein ßot^ Aa, wooon bk eine Slfijmptote QD in « gefc^nitten wirb, 
unb wirb C« gejogen Wd jum ©infd^nitte L in bin J^auptfreid 

QSRT, fo ifl: QL=b\ 

Senn ed ijl im rechtwinkligen S)reiedfe QA«: 

tng Att^tng AQa.sinQA, ober: tng Aef=tng b.sina'; auc^ ijl: 
tng Aa s=s tng QL cos QA == tng QL , cos a', unb alfo: 

tng qU « tng b . tng a' = ~^^ tng b' ober QL= V. 

Stimmt man ferner Q jumSlnfangöpunfte mb bk Serüi^rung«« 
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pnnttt E, D gtt Sdtbmalpunf^, fo tft bet 2Btn(eI tiefet! ^oot:: 
tinoten solltet! gleich bet Satbinalen ED 5= 2b. @inb fernet 
QX=arc (tngcsx) imb QY^ai^c (tngssy) bie ^IxensSoorbina« 
«en eine6 ^unfte^ N btt 6uri^, fo l^at mmi, i»enii ba^ £ot^ I*in 
4uf ED gefällt n^trb^ wt^e^ bux^ Q gel^t: 

sin Do sin nN ^ sin EX . sin Dn „ . _,, 

,. ^^ = . ^^ • . v^^ / Ob^t: , --. = tng Nn . tilg QX, 
tm DE sm QN sin QX sin DE ^ o ^ f 

b. I^*: sin Dn = tng Nn^sin 2b , x- 
<56en fo tfl nOC^: sin En = tng Nn,sin 2b . y. 

S>k ^tüüfilkatiün btt Uibtn @Ietc^ungen ^ibt: 

sin Dn « sin En = tng Nn' * sin 2b*. x « y, 

tns sl 
Itnb »eö tng Nn^Ä-T^— . Bin Dn.sin En »ad^ §. 70 jjl, fo 

^l^lt man ofenbar bie einfache ®(ek^ung:I 

sin b'^ cot a* 

x.y= 



(sin 2b)2 tng a* 4 cos b^ 

Um We -^albaien b^^ dußeren SRtttelpunfte^ nod^ einjuffil&tett, 
mac^n n^it @thx(m^ von bex im §. Jejet^aftenen (äleic^ung: 

tng b' 

iDgb= -5_ # »»Dtaud folgt: 

i _ tng a'2+tng b'^ tng a'^ + tng b'* 
cosb* tng a'* cot a^ 

t>a^tx i(t benn enbltd^ 

, _ tnga-^ + tngy» 
x.y -^ 

*ie Slf^mptotenaleid^ung ber fpl^drtfid^ ^ppetW. 

SBirb ber Jg)auptfreiö KK' jur erflen unb QSRT jur jweite« 
€oorbinatett5?lre genommen, unb »iK man fic^ ber ^Ireu^Soorbinai 
im bebienen, fo ^nbet man an^ ber @(etcl^ung 

tng b'' 
tng z^sz^r^ — -^ (sin x^ — sin a'^) 
^ sin a * 

Cetc^t bie folgenbe ©leic^ung: x^, cot a'*— y\cot b'^=si, tnbem 
man nur y • cos x für tng z fu6(Ktuirt unb bann x für tng x 
fc^reiW» 

Sielet man oom SWittelpunfte Q an^ ferner nacb einem ^punfte 
M ber ßuroe ben ßeitflral^l QM = ^, welcher mit ber erflen 2lre 
fcen SBtttfel MQA = vunb mit ber jweiten alfo ben SBinf el 90 **— v 
etnfd^Iie|ltr fo ijl: x=:tng ^ cos v unb y=tn^ r.sin v; bal^er 
l^at man {»ifc^en q unb v bk ®Ieicbung: 

cot ^^sscot a**» cos V* — cot b*'* sin v*; 
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worauf man alfo ftel^t^ bafi ju jebem SBettl^e von v jn^et gleid^e^ 
ahn entgeflengefe^te 3Sktt^ i>on g ^^^nxu S)a^er ifl jebe buvc^ 
Q W>i^^^ @e^ne, woburicl^ ber 3»^i3 EAD mit bem jugeotbneten 
Sweige GB'H »etfcunben »irb, »om ^\mttt Q t)albirt, cber ein 
2)ut(^meflrer, »ie oI)nel^in befannt ifl» 

SBirb ber ?lb(tanb Qr=QF genommen, fo finb f unb F bie 
S5rennpunfte ber ^^perteL ©eil aber ff =180° unb alfo r ber 
®egenpuhft von F tft, fo fpnnen \^\t ^igenfd>aften biefer aSrenn« 
punfte auf ber ©teDfe avA ben ©genfc^ften ber SSrennpunfte f 
unb F ^hergeleitet xotxhv^ bc^ \tin i^on f au$ gezogene ^anipttni^ 
burd) r ge^t 

3ie]E)t man, j* ©,, i^on f unb F' nad^ bem ^Punfte M ber gurre 
bie ßeitjlral^kn TM unb F'M, fo gel^t bie aSerWngerung Mf oou 
fM burd> f, unb eö ifl: 

f M + Mf = 180 ° = AB + AB' 

unb FM + fM=AB (nac^ §• 74); 

alfo ifl; rAI^FM=AB'; 

unb e^ tjl alfo ber Unterfc^leb ber ßeitftral^Un ber -IJ)9perbel gleid^ 
ber 2lre AB', wie 6ei ber ebenen ^pperbet 

©d^Iießtic^ bi^nt \>k aügemeine 95emerfung, \ia^ in SBejiel^ung 
auf im anberen dußercn Sßittelpunft S (unb feinen Oegenpunf t T) 
baffelbe gilt, wa6 nun in ^initd>t auf Q beriefen tft. (it> ijlndm« 
lic^ in J^infid^t auf ben SWittelpunft S bem ^xctisit ADB jugeorb* 
net ber congruente JE'Ü, weld^er mit J'D'ü' »ieber ebenfalls eine 
gefd)lofiene ßuroe, nömlid^ bie ©egencuroe oon ADBE auömad^t» 
9tur ixt 5lu^nal^me finbet Qtait, ia^ e6 nun in ber 2(re CO feine 
ffirennpunfte gibt 3m Uebrigen erfd^eint nun aud^ iit aud ben 
beiben getrennten Stt^eigen ADB nxfb JE'Ü beflel^enbe Suroe ald 
eine ^tjperbel ; W (Sd^eitel jtnb iit ©ubpunfte D unb E' ber erflen 
Site, meiere = 180 ''— DE ijl ; bie jweite ^albare ifl nun 90 °-b'=SL, 

SEBerben in A unb B Sangenten an ADB gelegt, fp fd^neibeti 
fte ftc^ in s unb gelten t^^rldngert alö Sangenten iti> 3»eige6 
JE'U burc^ J unb U, unb finb ^Ifo Slfijmptoten, ober bie dußerflen 
San^enten» S)er «Parameter aber ifl ber im % 71 mit q bejejd^nete. 

93ejeic^net man SD = SE' = ^ unb SL :?= /? , fp finbet man : 

tnc iJ^ 
tng q5=; --2 , mib alfp: tngq=tDga,tng/y. 

gnfaß, SSergleid^t man bje ®leid;ungen tngz'^spitng p.iin 2x 

2tns;p . « , « . . 2 tne p . . 

^ ^ — ^^smx* unb tng z2=tng p,sin2x \ , ^^ . sinx* 
tng 2a ^ ° ^ ^ tng 2a' 

au6 §. 7e^f fo fsnt in bie "^iit^ ber gatt, ia^ 2a = 2a' 
unb alfo a=xa'^90**iil. J>ie ®leid^ung l^at ban^ bie eiiK 



— 87 — 

f<X(^ gotitt: tag z^sr tng p . sin 2x, imb ^dt ItUtt ifel^tt« 

Ii<l^{ett mit bev Mannten @letc^ung an bte ebene ^atabeL 

§• 79. 

S)ie 9?atur ber fpl^drifc^eti jlegelfd^nttte fann <ii\ih an^ebrudt 
Mi^tbm burc^ eine ©leid^nng, welche ber im^. 77-etl^ltenen ^f^mp- 
totengleic^ung öiyulid}, aber ungleich aDgemeiner t{l. 

3ft ndmltc^ in Flg. ±7 bte @ef>ne AB bie polare be^ ^r>U6 
V, fo (tnb VA unb VB jwei ®erö^rung^linien, unb jebe ijon V 
m^ gejogene ßinie VMPN mitb r>t>n ber polaren AB in P l^ar^: 
tnonifc^ get^eilt @ine nnter biefen fitnien VDCE werbe ate ber 
gage m^ conjlant angefel^en, unb e^ fe^: 

sin CD__ sin CE 
sin VD ahTVE ^ ^^ 
si» CA, sin CB=^« 

t>ann ift nac^ §• 66: 

sin pM^ sin pN* /J* . , . «. 

-: — ^VrrL= "■: — in^ ^ —t-sib pA sin pB» 
sm VM* sm VN* «^ r i 

5lBerben nun :»eiter bie Linien BM unb AM gejogen^ n>ot)mt lÄe 
Sangenten VA unb VB in P unb Q gefd^nitten j»erben fp ifH: 

sin Bp _ sin pM «in PA 
sinBA'^ain VM' sin Vp' 
sin Ap sin pM sin BQ 
sin AB ^ sxü VM * «Lu YQ ' 
si-n pM^ sin Bp sin Ap sin PA «m BQ 

SBirb biefe ^topottwn mit btx pons/irt «ertonben, fy iv^Sit üuui 

ski VP ain V<J .a* 

jur gtfutl^ten alTgemeinen ®lei(^ung* Sjl V olfa tin äußerer ItWit^ 
telpunft, fo ijl AB bie (Sarbinale ber 6oorbinaten::2lren VA unb 
VB ; ferner ifl bann: /?-tng CD; a^^^sin CA^^sin €Bl mb 

sin ÄB2 

alfo : ^ = 4 cos C A2== 4 cos CB«; tenn nun tft C bte UBitte 

von AB, unb ntan erlj^äit alfo: 

tng AP.tng BQ = 4tng CD\eos CB% 

Ober: tng VP.t«g YQ- ,,,g cD^cosCB^ ^^^^^^'^ 

?Iber wenn auc^ nur AB unb ED jwei conjugirte anbere Durd^^ 
nteffer i^vii, fo gilt bennod^ bie ©leie^ung : 



sin AP sin BQ 



SS 4 • tng CD** cos CA 



2 



sin VP «in VQ 

Slußetbem i(l mm VA + VB=-i80*; aber nid^U VA«VB=9öt 

§. 80* 

Segt man ferner burd^ M mb N bie Slangen^en BMS unb 
R'NS', »o^on bie t>oriQtn Sangenten tn R, R', S, S' gefd^nitten 
ttjerben, fo fc^neiben jic^ biefe felbfl auf ber ^Polaren AB be^ ^unfe 
M V in einem Ranfte W fo, ba^ W wieber ber ^olponMNijl. 
£)al^er (>at man nod^ bie folgenben l^armonifc^ iü^ttn Sinien: 
WR'JSS', WAPB, WRMS, WPnQ, VPRA unb VQSB. ^n fo fem 
nun aber bk beiben legten &mtn l^armonifd^ getl^eitt {inb, t(l: 

siü VR.sin AP=2.siii AR, sin VP, 
sin VS , sin BQ = 2 . sin BS . sin VQ, 
sin AP sin AR . sin BQ sin BS 

ober: -. — ^70=2.-^ — rr^r uno . ^^ =2> -. — :?r^» 

sin VP sin VR sm VQ sin VS 

5l8erben biefe Ser^dltniffe in ber Oleic^ung 

sin AP sin BQ ß^ . ^_^ 
Bin VP sm VQ a' 
A<.A'x-'^ . ■ ..^ sin AR sin BS /J* sin AB* 

fiibflitmrf, fo ttWt man: -: — rr^. t-t-^=^- — 7 

sm VR sm VS «* 4 

5?immt man an, baf C bk STOitte »on AB fe^, fo tt^lt man 
alfo nod^: 

sin AR sin BS 

. VP * t7o==/^ -«^o» CA*=/J* cos CB*; 

sm VR sm VS '^ ' '^ 

unb burd^ biefe ©leic^ung wirb auf bie aUgemeinjle 2Beife ba^ 
iSefe^ an^Qtbtndt, nad) mld^m jwei Sangenten tint^ Äeaelfd^nitt^ 
»on einer britten gefc^nitten werben, 

fl\' /r A i^ A .« . . . * sin CD «in CE 

S)te Sonflante ß tftwie oorl^m: /?= . ^tt^ = - ^tt? * 

' sm VD sm VE 

(Sittb AB unb ED jwei coningirte ©urd^meffer, fo i(l: ¥€ = 90"; 
unb alfo: i5==tng CD; ftnb enblid^ no^ AB unb CD jwei ^Iren 
be^ ^eaelfd^nitt^, fo i|l: VA=:VB, unb ajfo nun: 

tng AR, tng BS=lng CD*, cos CB«. 

Slußerbem iff noc^ in biefem fpecieUen galle: tng AP=?2tng AR 

unb tng BQ==2tng BS, 

9Baö enblic^ fo tUn r>on ber fp^drifc^en ©Hipfe bewiefen i% 
gilt offenbar anify von ber fp^drifd^en J^9perbeL 

28enn in Fig- is in SBejiel^ung auf b^n inneren STOittelpunft 
C Aa unb Bb jwei conjugirte 2>urc^meffer jlnb mb gefegt wirb: 
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tng ^aAttnb tng — «B, fo ifl, njeiitt jie ju Sootbinaten^Wreti 
^emmen toevbett, \\t @Kdc^mg an bie ^utpe: 

B2 T" ^2 ^^ 

S«! icbem SBertl^e i^on x gel^ören nun jwei gleich große unb enfe 
flCfienflefe^te SBert^e tjon y, unb umgefel^tt 

Sjl alfo XY bie ßatbinale be« 6DorbinÄten5®9ilem^, fo i(l: 

tiigGP8rs:4.x unb tngCpss— x; tng CQ= + y unb Cq= — y. 

S)ie ptet fünfte M, N, m, n ber 6uwe, »elc^e l^ierburc^ teftimmt 
iwrben, pnb bie oier ^cten eineö^ in biefelk gefc^riebenen SSietedf^ 
»Ott kfonbetet SBefc^affenl^ett, befien ^ixitn oon tzn betben conjus 
^gitten Durc^meffetn in P, Q, p, q na^ einem ®efeße gefc^nitten 
werben, »el^ed nur vxS^i ganj fo einfa^ ift afe va bem analogen 
gatte ber Planimetrie^ wo baö Jöierecf ein ^Parallelogramm ift 
imb feine ©eiten oon \itxi beiben conjugirten ©urd^mejfem l^albirt 
»erben. 

(56 ijl ndmlic^ nad^ §• 3^ wenn CP = x unb CQ = y ge^ 
feßt wirb: 

(cot y N 
s^+cosv*sinx ): /(l — co$ v^.sm x*), 
cos X y ^ 

(— coty N 
^4-C05v.8mx ): /tl — cosv'.sm x*), 
cos X J 

(cot V \ 

r . — coST^sinx ); v^(i — co$v*.smx^\ 
cos X J 

cot pn = f ^ ^ — cosv.sinx): v^(l — cos v^^sinx^). 

X cos X / 

©al^er.l^at man benn offenbar: PM=pn unb PN=pm. @anj 
eben fo finbet man: 

QM = qn unb Qm==qN.** 

SBeil nun aber YP+Yp=i80° x% fo ifl alfo aud^: YM + Yn 
=YN+Ym=i80*; unb eben fo finbet man: XM + Xn=Xm 

-fXN = i80°. 

5)er Uebergang oon jwei conjugirten ©urdf^meffern ju jwei 
Anberen ifl i1om fo einfad^, aB in ber ^Planimetrie, weil babei ber 
Slttfangöpunft ber Soorbinaten nic^t oerlegt wirb, unb alfo ik oor« 
junel^menbe 6öorbinatem?erwanblung mit ben im §. 18 l^ergelet« 
Mzxi Formeln befhitten werben fann. 9Jlan gelangt ju eben fo txn^ 
fad^en gormein, afö in ber Planimetrie. 

©inb ndmlic^ AV unb B'b' jwei änbere coniugirte 2)urd^« 

A'a' B'b' 

meffer unb fe^t man: tng -r-=A'; tng— -=±:B'; bejeid^net man 
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ferner ben 2BtttW ACA' mit (A, AO; 'im ©tnfel BGB' mit 
(B, B-); ben mnUl AGB mit CK B); ben SBtnfel AXB' mit 
(A-, BO; ben SSJinW A'CB mit (A', B); b^n minU AGB' mit 
(A, V), fo Ijl; 

i) A^ + B»«A'24.F*, 

2) A.B.sin .(A,B)s=A\F.sin(A', BO, 

3) A . B'. sin (A, B') = A\ B . sin (A', B), 

4) A , A' , sin (A, A') == B . B' sin (B, B'). 

S)iefelten gprmeln gelten and) vpn ben fonjugirten 3D.urcl^.mefletttr 
»elc^e einem Äegelfcl^nitte in i^inftd^t auf btn einen ober btn 
onbere« ron feinetj teiben öugereit 9Kitte{|>unften jufommen, unb 
nur bie erjle unter il)nen etWt ^(^^ü eine gerinfte Sltdnberttng, 
ße ijl bann: 

A2-.B2j=A'2-^B'* ober B«— A'=B'»-A'« 

S. 82* 

SDie ©leid^img an bie burd^ ben ^unf t M gel^enbe SSerül^rungö? 
Knie ED, wopon bie t^iben conjugirten 2)urd^meffer Aa uiib Bb 
in D unb E gef(f)nitten werben, ifl: 

i.t y.u_ 
A? "^"b^"" ^' 

imb^ti folgt barauö: tng CA2=A2=tngCP.tngCD = x.tngGD; 

Jtng CB*:*^B2=tng CQ.tng CE = y.tng CE. 

2Birb nun oom 9roittelpunfte C ba^ &oti) CR auf bie Sangente 
DE gefaßt^ Mb t»erben bi^ bcibm conjugirten ^albtneffejr barauf 
projijirt burc^ bie ^erpenbifel BS unb AT, fo ijl: 

T A tng CT 

aT"^ tng CD"^ tng CB. 
y B tng CS^ 

B" "^tng CE"^ tngTS' 

unb weM f^J +(|)^= 1 ift f"^ ^^Wt ttian 

tng GT2+tng CS* = tng CR* 

)um ^[udbrucf^ einer allgemeinen @igehfc^aft ber conjugirten 
S>urc^meffer eine^ fp^drifc^en ^egelfc^nittö, »elc^e um fo temers 
Unt^tmtf)n i% aU bk Slangente DE bit Suroe in einem {beliebigen 
$|>uttft^ M berühren fann. 

ihi^ ber ©leic^ung 71+02'="^ ^^^^^ ^^^ ^^^ ^^^^^ ^^^ 

gemeinen Slu^brucf für bk @r6ße be6 Ärummungd^albmefferö r 
^er, welcher bem fünfte M ober (x, y) ber ßuroe angel^ort. @6 
fe9 ber SSinfel ber beiben eoniugirten 3)urc^meffer « v unb 
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S)al^et i(i benn nac^ §♦ 30: tngrc* 

. / /"A * cos 9^4- 2 AB sin 9 cos <p cos v-f. B* sin <)p*-|- A^B 'sin v *v • 

^/ I B ■ ■ ■ ■ " I ■ , . 1 1 . 1) 1 - 1 ,1 I, , . ».j I p^ 1 

'^ \ i-^-A^sin 9*4-B*cos(jp2-|-2Aß sin^jcosycosv y 

A * B • sin V 

^Utaxx^ flinbet man nun bk 3luöbrücfe für bte ÄrummungöM^^ 
nieff^t bet ©d^eitri A nnb B bn f>eiben ^pnjugirtett 35uir(^meffeif 
Aa mb Bh, »eld^e mit « unb /? tejeic^net fei)n mögen, inbem man 
juerfl 9=90° unb bann 9=0 feßt, »oburc^ man ttf)&lU 

*"8 ^=^ Aii^-^^v.-T+A^r 

** ^ B sin V ; N i+B* y 

5* 83. 

Um bie (^Uidßtti an bie ©Dolute eimd fpl^drifc^en Jtegefc 
fd)nittö ju finben, i(l e6 0m fcequemfl^n, auf ben ©ebrauc^ bet im 
$• 26 aufgefleflten aKgemetnen Stu^brucfe für a unb h ju wrjic^^ 
ten, unb fc^on r>on bct ©leic^ung 

an bie OT^tmale beö q>unf teö M ober Ch y) be^ Äegelfc^nitt^ au«« 
ffiS/t^tn. Q^ fepen a unb b bie beiben ^albaren bed i^egelfc^nit« 
mib tnjg a=5A, tng b=?B; fo ijlbie (Sleid^ung an ben^fgelfi^mtt: 

X^ Y2 

, -L i- == 4 

^2 "t- ß2 *• 

©e^en wit mm: x^ss A cos 9, fo tjl: y *=b sin tp, mb «Ifo: 
ppx — ~»cot ©; bälget ijl nac^ bet ©ubflittttion unb JRebuction 

A 

bie ©leidj^ung an bte 5?ormaIe : 

t(A + AB2)8in 9 — u (B + BA^) cos 9 = (A«— .B«).sin9C0if» 

3Birb ^ur ^bturjung gefegt: 

i A + AB*. 1 B4-BA^ 






m A2— B* n A*— B^ 

fx) ifl bie ®Ieic6una: — $in 9 — -^ cos 9??= sin 9 cos 9. 

m n 

©iefe ©leic^ung muß (wie im §• 26) nocj^ einmal bifferenjiitt 
»erben, inbem man t nnb ^ babti ate conflant anfielt i^ierburt^ 
fiubitt man: 

•-- cos 0) 4^ ~ sin 9=;;: cos flp^ — sin 9*. 
u^ n 
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SBtTb iie etfle ®Ieu^uiig mit sin 9 unb bie fjostiU mit cot 9» 
muUtpltiitt, fo etl^dit man burc^ ^bbition: 

— SS cos ©'. 

m 

SBtrb bie erfle ©leid^ung mit cos <p unb bk jwdte mit sin 9 
multipliiittr fo ttf)&lt man burd^ ©ubtraction : 

^ • 3 

— =— sin fl) . 
n 

£)a^ev ifl bie gefud^te @(etcl^und an bie (Volute bed Jteflelfd^nitt«: 
SDlan ftnbet akr nad^ einiger Sfiebuction : 

cos 2 b — cos 2a ^ cos 2l> — cos 2a 

m= : — unb n = r—rr • 

Sin 2a sin 2o 

Dal^er ifl, »enn biefe SBert^e fubjlituirt werben^ bk Oleic^nng m 
bk Qvolntt be^ Äegelfc^nittö : 

(x.sin 2a) 3 -f- (y . sin 2by3' = (cos 2b — cos 2a)» ^ 

Qx^tH man bie QJIeid^ung (^ j" + (^ W i jum (Sufm^, fo Ufit 
(ie jl(^ unter folgenbe 55orm bringen: 

J^ieraud fielet man, ba|i bie @oo(ute eine^ fpl^drifc^en 
«Regelfd^nitt^ eine fiinie ter fec^öten Orbnung ifl; benn 
buri^ wieberl^otte^ @u(iren ftnbet man: 

§♦ 84 

S)ie (5t)oInte, beren Ofeic^ung ie^t ^t^tihtn ift gel^ört nad^ 
§. 35 noc^ mit einer jweiten ßurpe jufammen, beren Oleic^ung 
aM ber ©leic^ung Ay24.2Bxy + Cx^+2Dy4.2Ex+G=o an 
bk erfle ^urpe gefunben wirb unb nad^ §. 69 ifl : 

(E*— GC)y» + 2(BG— DE)xy + (D2-.AG)x*+2(CD— BE)y 

+ 2(AE— BD) X + B2_ AG = o. 

Segen n)ir a(er bk ©(eid^ung 

y2 ,2 

— "i -I- . SS £ 

tng b^ tng a^ 

jum @mnbt, fo ftnben wir aU 6)leid^ung anbk jioeite (Suroe: 
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1 



y* _^ * 



2 



tng a* tng b* tng a^.tng b*' 

ober au(^: y".tng b^+x« tng a««!, b. ^.: 

tng (90^- b)» ■*" tng (90«— a)»"^ ' 

©trb alfo 90*"— b = a' ttnb 90**— a = V gefegt, fo (tnb a' unb 
b' bie große unb Heine ^aliaxe beö jweiten Äegelfd^nitt^. 2)a^er 
liegen bie (Scheitel ber (leinen ^re ber tintn @uroe in ber großen 
tlre ber anberen ßuroe, unb umgefel^rt. 

_, cos a , , cos a' - ^ ^ 

©eftt man: cose= =■ unb cos c = — r-, , fo flnbe unb 

^ cos b cos b 

e' bie (Srcentricitdten ber ibeiben ^ege(f(^nitte unb ed i{l atfo and^ : 

• sio b _ ^ ^ , tne b __ 

cos e'= -: — . S)al>er l^at man: «os e cos e = --2 — . )!Smn man 

sm a tng a 

a eltminirt, fo finbet man : 

tng b « tng e'=:sine; 

unb n^enn man b eliminirt, fo erl^dlt man : 

tng a.sin e'=stng e, 

^m 9Iu6brudf be6 Sufammenl^ange^ unter htn Uibtn (Srcentricitdten. 

S)a sin 2a =s sin 2b' unb sin 2b s=: sin 2a', cos2as=a — cos 2b' 

unb cos 2b=s— cos2a' ift fo erl^eöet auc^ ^ierganj beutlic^, toa^ 
fd^on im % 35 in gr5flter ^Kgemeinl^eit l&emiefen ifl, ba^ bk Uu 
ben Suroen biefelf^e @ooIute l^aben* 

$♦ 85. 

£)a bk Sflectification unb Cuabratur ber ^egelfd^nitte mit Wu^$ 
na^me be6 Äreifeö oon ber Sutegration ber effiptifcben Sntegrale 
abl^dngt, wie man talb ftnbet, unb alfo in gefd^Ioffenen ?(u«briicfen 
06 ie^t unmöglid^ ift fo utergel^en wir bk ^lufjleHung ber barauf 
tejöglic^n S)iferenjia(e l^ier oöKig, unb flellen baf&r in einigen 
^[ufgakn bie fpl^drifd^en ^ege(fd^nitte a(^ fogenannte geometrifc^e 
Oerter bar. £)ie eirfte ^Tufgabe mag bie folgenbe fepn. 

5BennFig. 19. baö 2)re{edf VRS mit bem gleid^fc^en* 
feligen Sreiecfe VAB ben SBinfel Vgemein l^at^fo finb 
bU beiben ^reiecfe befanntlid^ g(ei(^ groß, wenn: 

tng "/, VR . tng •/, VS=tng }i VA^^ing % VB« 

2)iefer JBebingung^gleid^ung f ann bk ßinie RS auf uni*f)Iige Sitten 
®enfige leijleu; unb man fuc^t bal^er bieienige ßuröei 
»eld^e oon il^r jebedmal berul^rt wirb* 

3Äan nel^me bk ©c^enfel btt^ SBinfefe AVB=:v ju (Sootbi^ 
nateti^tbeu; olfo: VX«=:90^ unb VY = 90**; bann ift XY = y bie 
Corbinole; ferner fe^: VR=:t unb VS=u, VA«VB«k unb 
tng^i k=a; boim ifl bie 99ebingungdg{eic^ung: 
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tngÜ t.tng % u=«^} 

mb wirb (t< biffetenjiitt, fo t)at man: 

dt . au 
-? — : + . — = 0. 

Sin t sin u 

S)ie ©leid^uitg an RS ift weiter : x cot t + y cot u =± i ; fte mtijl 
Jef annrtid^ ebenfalls bifferenjiirt mtbtn, »otei x unb y ate conflowt 
anjufe^en itnb, unb l^ierburd^ tr^&lt man: 

xät . y . du 

sin t^ sin u^ 

9(u^ biefen 6etben Dtfferenitalgletc^ungen abtt ftnbet man 

sin t . sin u 

X = r^t «nb y = ■ 

cos t -f- cos u cos t -^ cos u 

jut ©eflimmung beö 95etut;nm3^punfte0 M in bet ßinie RS ober 
in ber unfcefannten ßurpe. 

2)iefe 2(u6brucfe l^aten eine bekannte ^orm, unb nad^ §. i6 
ifl ber a3erül[)run3öpunft M gerabe bit SBitte von RS; bälget 
wirb bit ßinie RS in allen il^ren ßagen pom aJerui^ 
rung^punfte ber Sur»e I;albirt 

gerner ift nac^ §. 16: 

y +x = tng^!i^J unb y— x=tng (jY^J ' 

u t u t 

tng^ +tng- tng - -tng - 

ober:y+x= j-_ unb y-x« ^^^ 

i^ierau^ ftnbet man r&dhvdrt^ : 

tng - l=x— y,«« unb tng - uaay— x.a^; 

unb werben biefe 5lBert^e in ber Sebingung^gleid^una tng^ t , tng r u»«r* 
fubflituirt, fo erhält man, wenn jur ^6fürjung gefegt wirb: 



ni=s=: 



2 

bie einfache ®Iei((>un3 an bie gefud^te Sur»e: 

y2— 2mxy4-x*~ — i. 

Jg)iernacl^ ifl bit Sur»e ein ^egelfc^nitt, unb ber ^fang^punft V 
feltfl ifl einer von if^ren beiben äußeren 9ÄitteIpunftem 

S. 86. 

Bur genaueren ^enntnifl biefeö ^egelfd^nttt6 verlegen wir bit 
er(te ?(re in bie ßinie yc, welche ben SBinfel v nnb ba^et au(^ 
bie Sarbinale XY ^aliitti bit jweite (Soorbinaten-^Te aber mag 
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fenftec^t ouf ber erfhn fcjjn. S)iefe eootbmdfewerwanbaina »irb 
nac|^ §. 18 vorgenommen, inbem man feßt^ 

. V V 

X sin ycos — 

2 2 

^nr^; f«^ ^ 

X sin — 4-y cos — 

mb i 1 für y. 

SIQ V ' •' 

T)m<^ Ut Qümtutm liefet ninibtüde tvmt bie mi<buna 

utib jut SBefKmmung fcct 6clben ^aI6aren a' un5 b' (für bm «ugt» 
reti mmpmH V) ^at man bann bit ©retc^ungcn : 

2eo8- 1+«=«*^ 
2 

cot b'«=_^±l= ■» + ! . 

2»inl! 4--=«»^ 
2 

28ea nun aUt «=tngi-k ift fo finbtt matt: 

(tag ik_cotik V 
in_J=: V 2 2 7 

^ =2cotk*, 

(tnglk+cotikV 
«N c . 2 sink* 

■rl ^"l"*f ^^"^ ä«« SSeflimmung »on a' un& b' bit Uüm 
einfachen mibtöäe: 

tag a'=tng k.cos I mb tag L'=sin k.sin I. 

2 

S)em erflen ?(u«&ntdfe ge6en wir fc^on jeht eine «cometrifcfee 
S)mecf« AVB »on VC m G geft^nitten, fo ifl: BgLag Lb 

tag VG = tng VB.cos ^= tag k.cos ^; ba^it t(l: a'=VG, 

«nb alfo G ber ©(Reiter ber ^aWan VG ober CG ber Snrw. 
ferner l^at man : sin BG == sin k . sin -'- , unb affo : 

tng b' SB sin BGassin AG, 
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3(1 ferner e bit ercenfrtdttt für ben inneren mb c' ^ ben 
dufierengÄitteIpunft,aIfo : e+e'=90°,fo finbet man: «in e'«=8ink* 
ober auc^: 

e' = k. 

5SBenn man tal^et mit bem 3tabm6 VB = k einen ÄreiöBogen 
BF tefd^reiH »elc^er VC in F fc^neibee, fo i(l F ein Srennpunft 
ber Surt^e. 

Sterben weiter bie große unb Heine ^altare für bm inneren 
SJHttelpunft mit a imb b bejeid&net; alfo: 

CG::Fa unb CD=b, 

fo ifl: 

V T 

cota=tngk.cos —unb tngb=cosk«tng -- » cosk.tng CY, 



worauf man fieH ixi^^ immer CY>BD ijl. 

SBenn man enblid^ biejentge 6ur»e confhuirt; »orin bk fp]^ 
rifc^en SÄittelpunfte alTer Serül^rung^linien RS entl^alten jlnb, fo 
fdöt il^re große Slre ü6er ED, unb wenn /* einer oon bm beiben 
©rennpunf ten in biefer 9lre ift fo ijl nac^ §. 84 : 

. tng e ' , T 

sin Cu= — - — = cot k* cot a= cos — • 
tng a 2 

S)a^er ift: C^+CY=90*5 ober: Y^=:90*i 
^itxbut^ iinb aber bie Mbtn urfprunglid^en ßoorbinatensSlren 
VX unb VY j^infic^tlid^ il&rer ßage auf eine einfache SBeife geome* 
trifc^ bejlimmt »orben; benn ed ifl /* ba6 fpl^drif(ie Sentrutji be^ 
i^auptf reifed V Y ; eben fo ifl aber ber ju (i flel^ßrige anbere ©renn* 
punft aud^ ba^ fpl^drifd^e Zentrum beö ^auptfreifeö VX. 

SInmerfung* S)ie fo eben bewiefenen ßebrfd^e ftnb juerfl, it* 
bocb ol^ne Sewei^, im fünften ?luffa^e be^ jweiten ©anbed 
beö ;3ournaled für bii reine unb an^mmbu SJtatf^ematit 
audgefprod^en worben« 

S. 87. 

SBerben über einer gegebenen Btik = v aU ^^potenufe mehrere 
fpl^drifd^e recbtwinWige SJreiecfe conftruirt, fo liegen bie Scheitel bet 
regten SBinfel in einem Äegelfcbnitte oon befonberer 93ef(^affenbeit. 
9?immt man ndmlid^ jene Seite jur ßarbinalen, fo ijl bit im iS^^ö 
gefunbene 93ebingung^gleic^ung 

cos V 

•^ sm V* 

ber ßage eineö ^unfte^ M ober (x, y) bit (SWeid^nng an bie 6ur^ 
re; ber Slnfang^punft V felbfl ifl |>iernad^ ein dußerer SÄittelpunft 
be^ ^ege(fd^nitt^. Da nun aber nad^ §. 77 
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tng a'* + tng b'^ cot a* 
X , y = ^ ""4008 b* 

mi bit ?lf9mptoten»infeI v=:2b t(l, fo ftnbet man auf btt ©teile: 

cos 2b 

cot a«« -- — r- . ober einfacher : 

sin b' 

sin a==tng b = tng — • 

t>tt Ott für bte @d^eitel ber redeten SStnfel aller ukr einer Qt^ 
gebenen i^^potenufe ju conjhittrenben re^twinfeligcn S>reiecfe tjl 
ölfo ein ^egelfc^nitt, beffen Heine Site bie gegebene ig)9potenufe 
felbfl tfl; bie gro^e ^xe aber l;dngt i>on ber Keinen ab, fo bafi 
ber @inu^ ber Jg)dlfte jener gleid^ ber Sangente ber J^dlfte biefer i% 

3n ?lnfel^ung ber beiben Slxen für ben äußeren SWittelpunft 
V gilt biefelbe S^^rmel, ndmlicl^: sin a'=tng W. 

Sie ^rcentricitdt e fitr ben inneren iO^tttelpunft ift beftimmt 
burd^ ii^ t^ormel: 

sin e = tng b^=sin a^^ 

nnb ben Parameter p för ben @cl^eite( ber gro{[en 9(xe gibt bk 

l 

Formel tng p= - sin 2a. 

Wctb bie große ^re 2 a jur ^bfciffenlmie nnb ber innere 
Mittelpunkt }}xxci 9(nfang^punfte genommen, fo erl^It man, toenri 
X b\t 9(bfdife nnb y bie ^pplicate bejeic^net, bie Q)(etc^trng an 
b\t Snrpe: 

tng y^Äsin a^ — sin x'. 

%Vi\a^ ©off ber SBinfel XMY in bem fiber ber Sarbinale 
xy = V confhuirten S)reiedfe fein red^ter fepn, fonbem eine 
gegebene ©roße = m l^abeiv fo X^oX man bxt ©leic^ung : 

cosm^. (i+x*sinv^),(i+y^sin v*)=(cosv — ly sin \'^)\ 

toelcber gemdß bxt Ort^curi^e nun ju bzn Sinien ber 
vierten Orbnung gebort, ba hingegen in ber Planimetrie 
bvt Ortöcuroe jeben galtet ein Äreid ift ber SBinfel m 
mag ein rechter feijn ober nid^t Jg)ier ifl alfo txn »bffiger 
SÄangel irgenb einer Slnalogie jwif^en ber Planimetrie unb 
ber ©p^drit 

S- 88. 

Sie fo eben befc^tiebene Drtöcuroe, »el^e Idngft befannt ift 
l^at aber nod^ anbere bemerfen^wertbe (Jigenfd^aften, welche nod^ 
unbefannt ju fe^n fd^einen, unb ju beren (^ntn^idPelung toir je^t 
itbergel^en* 

SBenn in ber Orunblinie MN eined fp^drifd^en Sreietfö MON 
ein $unft B. fo genommen n)irb, ba% bvt tion i(;m m^ na^ bem 

7 
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€(|^tel be6 ©egentoinfel^ sejogene (pj^dttfc^^setabe RO biefen SBtn? 
fcl bet ^topottion 

sin ROM m 
sin RON"^ n 

gerndfl tl^eiU, fo Hegt bet ©d^eitel O attet üter MN confhuirten 
S)reiecfe in einer 6uti?e, beren ©leidE^utig ju ermitteln i|l. 

S>ie aufgehellte ©ebingunäegleid^ung iformen wir fogleic^ in 
eine anbere um; benn ba immer 

sin RM sin OM . sin ROM 
sin RN"" sin OJV . sin RON 

ift fo i(l jte offenbar gleic^tebeutenb ber folgenben: 

sin RM_ m » sin OM 
sin RN"" n . sin ON * 

3n bem kfonberen S^lle, bafi m=h ijl, brfidft jebe ber itU 
hm (Gleichungen aue, bafi ber SSinfel MON t>m ber Cinie RO 
|>alMrt werben folf. 

9Wmmt man ben fejlen ^unft R jum Slnfangöpunft, itnb RQ=x 
ttnb QO=z bk ?l6fctffe unb fenf redete Slpplicate für b^n ^unft 
O, ifl ferner RM =« unb ,RN=/S; fo ifl: cosNO = coszcosO?+x) 

tmb cos MO=cos z cos (a— x). 

S)al^er l^at man bk ©leid^ung : 

sin «^ m^ — m^ cos z^ cos («— x)* 
sin /J^"" n^— n^ cos z^ cos (/?+x)^ ' 

welche (td^ fel^r leicht umformen Idßt in : i 

sin a* m^ tng z^+m^ sin (a— x)* 
sin /?^"~ n^ tng z^+n^ sin 054-x)2 * 

£)iefe ©feid^ung gei^ort offenbar- einem Äegelfc^nitte am Um btn 
2)urc^fcl&nitt6pun!t ber Surpe unb ber Slbfciffenlinie RM fennen ju 
lernen, ^at man z=o ju feßen, woburd^ man jtnbet: 

m sin (a — x) sin a 
n sin (/J+x) sm /? 

Salier gibt eö jwei foldf^e 2)urd&fdE)nitt^punfte, wie oorauöjufel^en 
war. S)er eine ifl beftimmt burd^ bk ®leic^ung: 

m sin (a — x) sin a 
n sin (/5+x) sin ^ 

weld^e (id^ umformen Wßt in: 

cot X — cot a n 
cot z 4* cot ß m 
, . -- . BÄ cot o-4-n cot ß 

ober attcb m: cot x = -^ ^ • 

m — n 

SBenn alfo m>n ijl, fo liegt biefer Surd^fd^ittöpunff, 
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wd^x mit A ^eid^net fepn maq, jwtfd^en R unb M; wenn aUt 
m=n ift fo fdfft ber ^unft A mit R jufammen* 

. , ^,*^ m cot RiM+n cot RN 

Sabet ijl benn: cot RA.fc= ♦ 

^ ' m — n 

^ixb bet anbete ©utc^fc^nitt^pmrft mit B fcejeic^ttet, fo flnbet 
man tUn fo: 

m cot RM — n cot RN • 

cotRB= — — - . 

9)lan ^at fernet bie itibtn ^topottionen : 

sin RM!^ m « sin AM sin RM^ m « sin BM 

sin RN"" n . sin AN ^^^^ sin RN~ n , sin BN ' 

unb m^ bet aSerbinbung Leiber folgt noc^: 

sin AM sin BM ^ 

sin AN"^ sin BN* 

b. 1^^ bit Sltfciffenlinie ifl in im mt fünften N, A, M, B l^armonifd^ 
getl^eilt; imb bie fünfte A unb B pnb, wie balb nod^ beutlid^et 
erl^elTen »itb, jwei ©d^ eitel beö ^egelfd&mttö* 

3«ni ?(uöbrudf bet ?(pplicate beö Slnfangöpunfte^ finbet man 
bie ^otmet: 

m* sin ß^ — n^ sin «* 
cot Z^is -—- -— — -— . 

(n^ — m^) sin a*sin ß^ 

JBJitb alfo angenommen, ba^ m>n fep, fo ifl « nnmftglic^, 



obet eö mü^tc feön: m sin /j<<;n sin a, alfo: — <-: — ir ober: 

n sin ß 
sin NO<::sin MO. 

SBenn m=sn {(l, fo ftnbet man z=o, tuie ol;ne^in befannt, »eil 
bann bie ßutoe burc^ bm ^mtt R gel;t 

Um eine genauere Äenntni^ t?on ber SSefd^affenl^eit ber in 9lebe 
jtel^enben 6ur»e ju erlangen^ fc^affen mt in ber GJleic^ung an bi^^ 
felbe bie 9tenner fort, ujoburd^ fie wirb: 

n^ sin a* sin f/J-f-x)* — m^ sin ß^ sin (« — x)* 
^ m* sin ^*— n* sin a* 

9Kan de^t ^ierauö, ba^ bie Slfcfcifienlinie RM fel6(l bie SHic^tung 
einer 2lre ^at, nnb ba^ alfo jwei SWittelpunfte ber ßuroe l^ierin 
liegen, 

5(1 etwa C einer ber Reiben SBittelpunfte, nnb jwar ber innere, 
mib RC=i, fo oerlegt man btn Slnfangöpunft nac^ c, wenn man 
in ber oorigen ©leid^ung x+x für x feßt; bal^er l;at man: 

, n* sin a*sin (ß + X+xy~m^ sin/J*sin («— A— x)« 

*Dg Z SS ■ ■'■ .■■■.■, . . „ „ , .. .» 

m^ sin /J^ — n^ sin «* 
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Dutd^ ©tttwirfelutig tv^lt biefe ©letc^ung bie gern: 

A. cos x^+2B »in X cos x+ C sin x*^ 

*"6 ** "^ m« sin /?»--ii2 sin a* ^ 

unb fuv bie in x\)t Dotfommenben btei Sonftapten l^at man bam 
bte folgenben «u«brucfe: 

A«n* sin «* sin (/J+i)* — m^. sin ß^ sin («-»-A)» 

B = n»$ino*sin(j3+A3cos(/54-il)-|-m*sin(«— i)co«(«— i)siny?«, 

C = n« sin a^ cos (/J4-it)'— m* sin /?* cos («— A)*. 

2>te (Soefficienten l^ang^n in {iemlic^ einfacher SBeife iufatnmm; 
benn man fnbet leidet: 

A + Gssn^sin ««—in* sin ß^ 
unb B* — ACssin* n* sin «* sin ß* sin (a+/J)'. 

^eil nun aber ber ^unft C bet Wttüpmtt fm fo% fo tan^ ber 
(SoefPcient B=o fe^^n, unb ^ietbutt^ wirb bit «Ibfcifie A brt SWittet 
punf teö befltmmt C« iil ndmltc^ jundc^fl : 

n« sin a« sin (2/J+2A)=:m» sin (2A— 2a),sin ß^, 

mb i^ieraue jic^t man: 

2(n* cot |5+m* cot o) 
*"S 21 « n>» (cot a«-i)-u'(cot /?'-!) * *°S ^RC. 

Sil 2ii<90** ber eine burc^ biefe gormel befKmmte SBertl^ 
t>on 21, fo genügt biefer gormel auf er ber ^Itfcifie x au^ nod^ bte 
?rbfcifie W^K unb ba ber Unterfd^ieb ber beiben ?(&fciffen=90'* 
i(l, fo i(l beutli^ baß burc^ biefe (Jormel bie Sage beiber in ber 
^Ibfcifienlinie befinbl^en SRittelpunfte beö Aegelfc^nittd beflimme 

»erbe. 

Sie ©(eid&ung an ben ^egelfc^nitt felbft ijl unter biefer 93or^ 

ou^fe^ung : 

A cos x^+C sin x^ , 
*"^ * "^ m«8in/?2-.n^sina» 

— A cos X« — C sin x* 

ober aud^: tngz*= ajlq 

@e^t man nun x=a für x=:o unb x«b für x=o, foflnb a unb 
b jwei ^attaren für ben inneren ÜRittelpunft C, unb man l&at ju 
i^rer S9eflimmung bk ©leid^ungen: 

t„ga«-^Unbtngb«r==^- 

— A 

alter aue ber erflen öleic^ung folgt : sin a« » -~ ; ba^er ^at 
man benn: 

sin asstng b« 

Dal^er ijl benn bad &tnä AB ber «rbfcifienlinie bie Heine ?(re für 
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btn immn SRittetpunf t C, ttnb btt ft(tgelf(|mitt hat iMatta Hes 
fdbe fpcciette SBeft^affenl^i^ aU ber im §♦ 87 itiaübtltt. 

SBirt alfo von Fig. 21 bcr Äegelfd^nitt votgeffettti twb mxb 
iie flipofle $be ED aeiogen, fo t|t: 

sin CDsstng CA, 

unb bte ^mp^etiewinfel AOB, ACB jc. fnb redete. 

fA 4- CV 
Ing b* — AC cc / ^tng'» \' , , .^ 

(o finbet man: 

tng 2bs=:tng AB= — y ober: 

A» . 2mn sin a sin ß sin (« + /?). 

tne AB =s ± ' — : — '^ ■■ ' 

® n^ sin a^— m*sin /?* 

«vobei man akt nut b» oBfoIute ®rö^ ate SBettl^ ^n tng AB 
t>et(lef^en tt)irb* 3n bem (efonbeten S^Ke mssn bleibt bie Formel 
«in CD = tng CA unverdnbevt; aber man ^t mn einfa^er: 
^ ^, 2(cot ß+ cot «) 2- 

* cot««— cot ^* cot«— cot jJ 

, .^, <50t « — cot Ä 

jDber: cot2it=5 

2 

c * AT> , 2si« « sin /J , . , _ 

unb tng AB=± " ■■ . — ri-, ober ebenfaff«: 

° sm (ß — «) ' 

,^ cot« — cot/J 

cot AB = 1-' 

2 

tDte t^ürau^jufel^en tt>at; benn in biefem befonberen ^alle gebt bte 
(Smn but^ B, itnb e6 f&Ut alfb A mit E {ufammen; »orauö folgt, 
ba|i nun 2A=AB t(L 

2Bir fönnen nun ba6 bemtefene aUgemeine Z^toutttf n)te folgt, 
jttfammenfaflTen: ÜBenn ADBE <in foltl^er Äegelfc^nitt ift 
baf alle über feiner fleinen Site AB conflruirten ^e^ 
ripberiewinfel AOB, AaB jc. rechte SBinfel finb, fo 
fann man in tiefet 3(re einen ^unft M toiHfttrlic^ 
xxnb in ber SJettängerung einen ^untt N fo bestimmen, 
ba(| BMAN l^armonifd^ ^tt^tili ift; toenn man bann 
ferner einen ^unft R in berfelben fiinie toinfurlid^ 
itdblt unb bte SreiedFe NOM, NaM tc. conftrnirt, fo 
»erben in ibnen bie SBinCel O, C ic. "oon btn ßinien 
RO, RCy H. iebeömal fo getbeilt, ba^ i(l: 
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sin NOR sin NCTR ^ 
sin MOR ""sin MO'R^^^* 

.^ sin NO sin NO' sin NA 
" ' sin MO sin MO sin MA 

SSJitb enblid^ t)er ^unft R in A felbfl angenommen, 
fo ijl immet: 

SSinfel NOA = MOA; SBinfel NO'A«=MO'A :c 

ober, tt>aö auf baffelte ^erau^fommt: 

NOA + MOB^90^ NO'A+MO'ß = 90'; U. f- »^ 
ober aud^: BOM + BON:«180°; BO'M + ßO'N = i80^ tu f* »• 
Sllfe biefe ©igenfc^aften alfo l)at ber eben te^anbelte Äeget 
fc^nitt mit bem ebenen Greife gemein» 2)iefe ©igenfd^aften beö 
ebenen ^reife«^ fc^einen aber ebenfaffö nod^ ntc^t erfannt worben 
5U fetjn ; benn nur ber fpecieKe gaff, in toeld^em ber ^unft R mit 
A jufammenfdfft, pflegt in ben »om ebenen Äreife f;anbelnben 
fie^rbuc^ern auf3efül)rt ober bel^anbeft ju werben, of;ne bem ^punfte 
R eine mel^r unbeftimmte £a0e in ber fiinie NAMB ju geben. 

S. 90. 

SSJlit ber i^ortgen ltnterfud>ung i^erbinbef ftc^ in natürlid^er' 
5Beife bie folgenbe, tt>eld)e iic Ermittelung einer ßurpe betrifft, bie 
immer i^on einem Guabranten eineö größten Äreifeö berührt wirb, 
beffen Uitt S'nbpunfte ftd^ auf i^n Sc[>enfeln dm^ jlumpfen SBin^ 
felö = V bewegen, 

9?immt man bie ©d^enfel biefeö WiinhU ju ßoorbinaten* 
?ttren unb werben fte »on ben ©nbpunften be^üuabrantenABe?90'' 
in A unb B getroffen, fp I;at man, wenn ber ?lnfangöpunft mit 
V bejei^net unb VA=t, VB=u gefegt wirb, bie ©ebingung^gleid^nng : 

1 -}- tng t ^ tng u » cos v = o, 

unb bit ®leid)un$ an AB ijt bann: 

X ♦ cot t -h y , cot, u== 1. 

cot t.3u cot n.3t 

sin u* sin t' 

y 3a X ♦ 3t 

-. — T + -7-— 1 = 0. J)a^er l)at man benn : y cot u == x cot t, 

sin u? sin t^ •* ' 

iinb alfo weiter: 

X ;= ^ tng t unb y = ^ tng u, 

woburdE) bie ßage be^ Seru^rungöpunfteö M ober (x, y) im Üu«* 
brauten AB beftimmt i(l. aSergteid^t man biefe JRefultate mit bcn im 
§• 80 gefunbenen, fo jief;t man fc^pn baxau^, bag bi^ Suroe ein 



Die S)ifferenualgleid&ungen finb: ~, — ^- -f . V ■ « o unb 
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SttQtlf^nitt utib btt ©d^eitel V b^ gegeibenen fbmpfm SBinfeld 
V ein dunerer SWittelpunft ift mb ba^ enblic^ bte ©d^enW beö 
2Binfeld felfcfl ein ^aar Sangenten ober Stf^mptDten beö Äegefc 
f4)mttö (inb* €u(flituitt man bte ^u^brudfe tag tcs2x unb 
tngu=2y in ber ®lei<^un9 l + tng t.tng u.cos v=sO;fo ims 
wanbeft (le |ic^ in: 

1 

•^ — 4 cos V 

5iÄan itel^ l^ieraud, baß bie Sarbinale XY==v felfrjl eine i>on 
ten üibzn 3lren für be» inneren SHittelpunft fei?, unb jwar bk 
große 2(re, »elc^e mit 2a bejeic^net fe^n mag, »d^renb bk juge^ 
J^erige fleine 2lre 2b genannt werbe. 3ur .95e|limmung von b 
Itnbet man nun af^er: 

, V 

cos bs=cot a = cot— • 

2 

SSJlan fiel;t (;terauö, ba^ bk Surpe mit ber im §• 87 tel^an« 
betten in einem folc^en Sufammenl^ange jlel^t, ba^ bk fpl;drifd>en 
^Äittelputtfte ber SSeru^rungöKnien ber einen jid^ jebe^mal in ber 
ruberen bejtnben, wenn nur bte If^ier unb bort getraud^ten 2Bertl^e 
von V ft(^ ju 180* ober i^re ^dlften ju 90° ergdnjen unb bk 
Jeiben Surfen fonfl noc^ fo gelegt werben, ba^ if;re brei SKittel« 
punfte jufamtnenfallen. 

SBenn flatt bed jlumpfen SBinfefe v ein fpi^er SBinfel ge« 
nomtnen wirb, fo liegt ber Serüf;rung^punft M nid^t im Ouabran« 
ten AB feltjt, fonbern in feiner 93erldngerung, unb e^ fceftnbet ftc^ 
bann überl^aupt bie »on il;m terftl^rte Surve im Snneren be^ ^k- 
knwinfefö pom angenommenen; unb wenn enblid^ ber 2Binfel v 
felbfl ein uö^kt ifl, fo gibt eö gar feine 6urj?e, bie itnmer pom 

öuabranten AB krül;rt wirb. 2Die ^oxxtxtl xy = — gibt 

i i 

m biefem %oSkt entweber iX = - ober y = - ; b. fe., ber Üuabrant 

AB gel;t bann immer entweber burd& ben einen ober burd^ btn 
ruberen @arbinalpun(t, wie aud^ o^nel^in begannt ifl. 

SSenn pon einem fünfte V(Fig. 22) bxzx^vmw VM, VR, VN 
auögel^en, weld^e »on einer vierten in M, R, N gefdf^nitten werben, 
unb jwar fo, b<i^ boiA S3erl;d(tntß > 

sin MR m 
sin NR"^ "n 

unt^erdnberlid^ Wetbt, fo fann m ik ßinie MN, inbem (te bit an^ 



L 
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St^tUnt 99ebtngun3 etfitSt, jmifc^en bm bret etflen feflen ®eraben 
bewegen, wobei (te immer eine ^nue beml;rt, beren ®kxd)mi je^t 
ermittelt werben foO. 

@epen wir ben ©inM RVM=« unb ben mnUlKVJH^ß, 
ferner VM==t unb VN = u, fo ijl auc^: 

8in MR _ stn VM . sin MVR 
sin JVR "^ sin VN . sin ISVR* 

Da^er fann bie obige S3ebtngungdg(ei(^ung md^ dfo au^gebrudPt 
werben : 

m sin ß sin t 

■ = -: 1 

n sm a sin u 

unb tnbem jnr SSereinfac^ung gefegt wirb: 

sin /9' = m sin ß unb sin «'kq sin «, 

ijl bk 99ebingung^g(eic^ung : 

sin t sin ß" 

-, = . - ,t 

sin XL sin a 

bie ftd^ umformen Idßt in : 

sin a'^.cot u^ — sin /5'*.cot t*=sin /f* — sin a'^ 

Serner i(t bie ®leic^ung an btn ^auptfreiö MN: 

y cot u + x.cot t = i. 

J)ie beiben 2)ifferenjialgleicl;ungen ftnb alfo: 

x.3(cot't) + y.9(cot u)==o unb 

sin a ^ cot,u.3Ccotu) = sin /f*. cot t.3(cott)^ 

au6 beren SSerbinbung bann folgt: 

sin a*»cot u sin ff^ .cot t 

y ^ 

sind il^r unb ber ©leid^ung y^cot a-f-x«cot t=i jiel^t man 
bann weiter: 

X sina* 
cot t = ' ■ ' ■ f 

X* sin «'* — y* sin /f* 

cot U « - "^ *^ 



x\sin «'«— y* sin /T* 

SBenn man biefe ?ludbrudf e umfel^rte, fo würbe möu x unb y 
burc^ t unb u auöbrücfen unb babxxrd) bk ßage be^ Serfil^rung^:^ 
punfteö im '^auptfreife MRN beftimmen. S)iefe Umfel^rung ift für 
unfere SwedPe unnöt|>ig, ©ubflituiren wir bk f>t\btn 5EBertl^e vtn cott 
unb cotu in ber Sebingungögleic^ung sina^.cotu*— sin/f^cott* 
= sin /T^— sin a'^, fo oerwanbelt ile flc^ in: 

9 ' af9 4 • r^ sin /S'^—^sin «'* - . ^« . • /ox» 

sm a » sm p 

unb biefe^ ift bie gefud^te ©leic^ung an bie (Suroe, bie immer tom 
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j^ouptf reife MRN ittfüfU ttetben tan% wenn etr r>on btt £inie MR 

bet ^topottton -: — jj^=* - gemdß getl^eilt »erben foH. 

Dtefe ©leid^ung ifl ixcat 9om vierten ®rabe, ä(er {te fann in 
bie Uihzn folgenben quabratifc^en jerlegt »erben: 

y* sin /f*— x*. sin a*sBso, 



1 . ^4 » • t« ' »*» «•.sin /r* 

y* . sm ^«— x\sin o «= -: — ^Jä =-^i 

. "^ "^ sm /f* — sin a^ 


* 


§• 


92* 








!E)ie erfle ©letd^ung gel^Srt 
freifeni beren ®Ieid^ungen ftnb: 

y=: + 


, einem 

sin a 
Sin p 


S^fleme 


von 


i»et j^aitpt' 


y« 


sin a 


' »/ 







nnb bte olfo Ibetbe burd^ btn ^nfangöpunft V gelbem 

3n SSejiel^ung auf btefe Reiben ^auptfretfe ^at man nnah 
i^dngig pon ben fcefonbeten SBertl^eu ber ®roßen x unb y bie-5ßJertl;e : 

b. 1^., wenn ber i^auprtretö MRN eint ron ben Beiben ßinien be^ 
®9(lemeö berührt, fo muß er burc^ ben ^Infangöpunft V felbjl 
ge^en; bann ift aber feine ßdnge jwifc^en VX unb VY=o, unb 
e^ fann bal^er ron ber S^eilnng biefer ßdnge, welche burd^ VR 
l&erDorgebrad^t wirb, nid&t fügtid^ ik SRebe feijn, ba nun jeber 2lS>eil 
feH)jl=otfl- 

9I6er biefe Beiben ben Gleichungen y = ± — : — ^ x jugel^ori* 

gen'* J^auprtreife, weld^e unter VA unb VB j^orgeflettf werben mbs 
gen, l^aBen eine bemetf en^wertl^e Sage. 

2Berben ndmlic^ fowol^I (te, ate auc^ VR \jerWngert, Bio bk 
ßarbinale XY bat^on in a, h, r gefd^nitten »irb, fo ifl: 

sin aX n sin a sin bX n sin a 

-: ~ = — — : . unb . ' ; v ^° ' . ' ^ » 

Sin a Y m sm ß sin b x m sin p 

, ^- sin a X sin bX ^ 

unb alfo: -: =r= -: — Tv' 

sm aY sm bY 

b. 1^*, bk ßarbinale XY wirb mit UeBergel^ung bed ^unfteö r r>on 
Va unb Vb l^armonifc^ getl&eilt. ©al&er wirb aBer weiter t)on ben 
Dier ßinien VX, Va, VY, Vb }ebe fünfte l^armonifc^ getl^eilt, unb 
ed ifl inebefonbere : 



i 
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sin AM sin BM 

sin AN~" sin BN* 

@6 Ueibt tiDC^ nirii bte 93etracl^tung ber ©leic^ung: 

y* sm /f*— X* sin a'*=-. -: ^^ ^>xi; 

sin a * — sin p* 

tttib m SBeiieJ^ung auf j!e l^at man bte Slu^brucfe: 

X (sin a • — sin /f *) 
cot t« — ^ : — ^— I 

Sin /j* 

— y (sina*— sm /T^) . 

cotusss : 9 

sin a ^ 

worauf man (iel^t, baf ber Sogen MRN, inbem et bk Suwe fce^ 
ru^rt; bk teiben ßcotbinaten^Slxen VX unb VY toittlid) fc^n^ibet, 
ol^ne burc^ ben ^Infang^punft V ju ge^em 

^an fielet aU bev QiUid^mQ an bfe 6urt)e fetner, baß (te 
ein Äegelfd^nitt unb bet ^(nfrngöpunft V ein öußetet üWittelpunft 
tft ; aud^ etl^ellet, baß bk beiben ßootbinatemSlren VX unb VY 
feltjl jwet coniugitte Sutd^meflfet bet JRic^tung nad^ jtnb, unb baß 
alfo btt innere SRittelpnnft bet (S^atn in bzt ßatbinale XY oöet 
ii^ret ^ttUnsiemm entj^aften x% 

§• 93. 

£»te (SleiVittg an bie (^nm l^at bie gotm y ^. cot B^— x 'cot A ''=— i, 
unb e6 tfl alfo: 

^ . _ sin «2 — sin /5'* , ^ _, sin «.2 — sin /?'• 

COtA^s;? : TTT— =-- unb cot B" ä ; L^ , 

sin /^^ **" sin «'» 

inbem »it sin a;;::>sin /r annel^men. ^a^et l^at man benn; 

tng B«— tng A2=s=i^ cietl 
cot B = cos A, 

unb e6 ifl alfp: B:>A- ©jnb nun a' nnb V bk jwei ^aliaxtn 
füt ben dußeren SWittelpunft V, fo ift nac^ §. 81: 

tng b'2_tnga'2=;:tDgB2-.Ug A.\ 

unb a(fo aud^: tng b'2=i4.tng a'«, pbet: 

cot b' = cos a'. 

Salbet ijl benn and^: b'> a'. ©o »ie »it ju biefem SHefultate 
ol^ne Sootbtnatenretwanbfung gelangt ftnb, Wunen »it aud^ auf 
einfädle SBeife bk beibzn ©c^eitel einet Site fut ben inneten 
Wtittzl\>nntt finben, Segen reit ndmttd^ pon V auö jwei Tangenten 
an bie 6uti?en, fo ifl nad^ §♦ 53 bk ©leid^ung an ba^ ©Aftern 
biefet betben Sangenten: 

y2 cot B*— x^ cot A2 = o, 
Obet alfo: y^ sin jr^-^-x^ sin « *äo. 
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Dfefe Selben Sangenten ftnb offentör ^Ifemptoten, ba V ein 
iu$tm 9WttteIpunft ift unb man jle^t, baß bie ßinie Va unb Vb 
fett|l ik tetben ^Ifpmptoten (tnb; mtb alfo bet 95D3en ab bet 
Sarbtnale (um 3lre) l^albttt, fo ifl bte ^itte C bev innere Mittel:: 
punft be$ ^egelfd^nittö. 

SBitb fetner VC gejogen unb Vdasa' genommen, fo ifl d 
ein ©c^eitel ber jttjeiten ^albaxt Cd ffir ben inneren aWittelpnnff, 
imb ee ifl: Cd«90**— a'. 

SBenn m=n i% fo i(l axid^i « =^a unb /?'=:Ä «nb ed. fdHt 
bann alfo eine oon ben Mbm Stf^mptoten Va unb Vb mit b^r 
tl^eilenben ßinie Vr felbjl jufammem (S$ Utibt nod^ bit Ermittelung 
bed Snfatamm^anst^ unter bm beiben Jg)aI6aren Cd unb Cb == Ca 
für bm inneren SSWittefpunft C übrig, 

9timmt man ater in Fig. i6 an, ba% M»k im t^orliegenben 
gaffe, cos a'=;cot b' unb alfo cos QA==cot QL für ben äußeren 
g»ittelpunft Q (frülj^er V) fe^, fo ijl tng CD=tngQL,cot QA, 

alfo: tng CD »cos QA=PCot QA, ober: cot CDs^sinQA, b. I^,: 
cot CD = cos CA, unb alfo; CA<c:CD. 

5!Beiter ifl für bm anberen äußeren 9J?ittelpunft S offenbar: 

SLH-QLaBs90** unb SD+CDsssgO") alfo: tng SD = cos CA; 

ba äter auc^ tng SL =; sin CA ijl, fo l^at man offenkr: 

tng SD2 + tng SL*=1. 

2Senn man bal^er im 93icrecfe LSD« bk SJiagonafe. S« 
jiel^t, »eld^e offenbar mit A« einen Üuabranten an^ma(S)t, fo ifl: 

tng S«^ = tng SD^ + tng SL^=i, unb alfo: S«=Aa = 45**. 

3luö ber ®Ieicf)ung cot CD = cos CA ffet^t man fd^Iießtic^f 
baß bie ie^t betrad^tete Surv^e oon berfelben §Irt ijl mit ber im 
% 90 bel^anbelten, 

S. 94. 

yHlan tann nun ba^ f^ier bewiefene S(;eorem mit btm im 
§♦ 90 bewiefenen ju einem ®anjen jufammenfaffen, 

SSBenn ein Üuabrant AB jtc^ jwifc^en ben ©d^enfeln Va unb 
Vb eined flumpfen SSJinfete aVb ben^egt, fo berür;rt er immer 
einen Äegeffd^nitt adbe (Fig. 23), beffen brei SWittelpunfte (tnb 
C# V, W, unb eö ifl immer: 

cos Cd=scot Ca, 

unb umgefef^rt. 29enn man bann ferner in ab einen ^unft m 
\»iUtnxliö) unb ben ^nntt n in ber SSerldngerung fo beflimmt, 
ba^ bman j^armpnifcl^ getl;eilt ifl, fo fann man no£& ben ^nntt r 
in ab ober i^rer Serldngerung njittfürlic^ n>äf)Un unb i?on V an^ 
bie üuabranten Vm, Vn, Vr jiel^en, unb biefe Ouabranten fd^nei^ 
bell bann aUe Tangenten ber (Juroe AwB, AVB' k, fo, ba^ ifl: 
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SHi NR sin KK 



r;57= IC. 



«in MR sin M'R 

^mtt wetbtn biefe ünabvanten felbfi ^on bett Sanaetttett fo ge? 
fd^nitten, baf ifl : 

sin VM sin VM^ 

sin VN ■" sin Vr "* ^^* 

ÜJIait fann Aucb ben ^nft r im ©c^eitel a Stttfd^eit m unb 
n annel^men; bann ifl nod^ einfad^er: 

MA=NA; M'A'«N'.V jc* 

klimmt man r in h an, fo fotgt: 

MB + NB = 180^; M'F + N'B'^iSO"*. 

©c^ließlic^ ttJivb man Ua(i)tm, baß biefeö alläemeine SEl^eorcm 
ba6 teciprofe loon bem im §♦ 89 au^gefptod^enen ijl unb bafi man 
auc^ unmittelbar t>on jenem l;dtte auf biefed fc^ließen {dnnen. 



öeraben Simen. 

§• 95- 

Set fpl^drifc^en Sonflructionen l;at man ee jwar mit SJBinfeltt 
unb Sogen gtßßtet Äreife unmittelbar feI6(l ju t^un ; aber in bm 
Jtt^ barauf iejiel^enbett ©leic^ungen ober SKe^nunflöauöbrüdPen 
fommen jene ®r6flen feiten unmittelbar »ot, fonbern in ber Siegel 
bieten pe ft(& allererff mittelfl i^rer trigonometrifd^en Functionen 
ate Elemente ber dted^nung bar« &btn fo feiten fommt e^ aud^ 
»or, ba^ ein Sogen eineö größten Ärcifeö nat^ einem gegebenen 
SSerl^dltnifie getl^eilt werben foll, wenn man »on bem fp^cieHen 
gaffe ber J^albirung eineö fold^en Sogend abfielet, unb wir nennen 
beßwegen eine fpl^drifd^-gerabe ßinie l^duftg fc^on bann nac^ einem 
gegebenen SSer^dltniflfe get^eilt, wenn gewiffe trigonometrifc^e gunc^ 
tionen ber S(>eile, etwa bie ©inud ober ZanqtnUn berfelben, in bem 
gegebenen SSerl^dltniffe fielen. ^% j. ^., ein Sogen A fo in jwei 
ai;eile « unb p get^eilt^ ba^ 

sin tt m 
sin ß n 

ifl, fo fann man btn Sogen A felbfl nad^ bem Serl^öltnifle - 

n 

geti^eilt nennen, wenn fonjl feine 3»^ibeutigfeit ju b^fiircbten fielet. 

3n 9lnfel>ung folc^er Sl)eilungen jtnb alfo »iele wiöffirlid^e 

Sorauöfe^ungen moglid^, beren naivere Setrad^tung aber in -^in« 

ftc^t ber baxan^ \n jiel>enben Folgerungen unb ba^on jn mac^enben 
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Vimcenhxnsen w« unstetdi^m S^teteffe tft. (Sine ^tt bet Sl^ttfung 
gfbt ed aber, welche wegen ber ^Iffgemetnl^eit tl^re^ Segriffed mel^revc 
fpectelle formen unter ftc^ ^at mb jal^Ireiif^e gotgemngen juMflt, 
tteld^e ein gro^e^ fiic^t über bie fpl^drifc^en Conjlnicttonen uter^ 
f}a\xpt unb bie Äegelfd^nitte tnöfcefonbere i?erf»reiten. S)iefe 9ltt ber 
Sl^etlung mag bie centrifcbe Sl^etlung genannt »erben; ber 
@tmb biefer Benennung wirb fic^ fpdter bartl^un. gu bem SJegriffe 
biefer Sll&eilung aber fül^rt un6 l^ier bie Slnalogie jwifc^en ber 
Planimetrie unb ber ©pl^drif. 

SQBenn Fig. 24 eine ®erabe MN in einer @6ene auf bie beiben 
(SoorbinatensSlren VX unb VY bejogen unb VPOQ ba6 (^ooxbu 
natens^araffelogramm für ben ^unft O ber ©eraben MN ift wos 
burd^ i!e ber Proportion 

MO_ m 
IfO"" n 

gemdß get^eilt wirb, fo ifl, wenn VM=:A, VN=:B, VP = QO=x 
unb VQ = PO=y gefeilt wirb, bie ©leic^ung an bit ßinie MN 
bekanntlich : 

V X 

unb ba ber ?Punft O in i^r burd^ bit oorfle^enbe Proportion be* 
flimmt tft fo ftnbet man für i^n: 

nA - mB 

X = -— — unb y==— T— . 

£)iefe Sl^eilung nun wirb unö jum SSorbilbe bienen Ui ber 
S^eilung ber fpl^drifc^^geraben ßinien» 

S. 96. 

(5ö fe9 in Fig. 25 bk ßinie XY bU Sarbinalc be6 Slnfangö^ 
pun!te6 V, unb MN bie ju tl(>eilenbe fp^örifcfe-gerabe 2mt, beren 
Gnbpunfte in M unb N bit beiben ©oorbinaten^Slren VX unb VY 
treffen. SGBir fefeen VM='A VN=B unb tng A=a, ferner tngB=:b, 
unb fd^neiben auf ben beiben SIren bit ßoorbinaten VP = arc (togÄx) 
unb VQ=arc (tng«y) fo ab, ba^ ift toie im §. 93: 

na ^ mb 

x= — i— unb y« — ;; • 

Der l^ierburd^ befKmmte ^unft 0== (x, y) ijl mm offenbar ein 
^unft ber ßinie MN ; benn eö tft : 

n X ^ m __ y 



mJ^n a m-|- n b 

unb ba-^^ 1 ^ «iifl, fo ifl auc^; i + I = i, rcHm 

m+D ' m 4. n a ^ b ^ 
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Ibetvetfen nnit. SBit fel^n l^tet bie gröflt« tle^eteinflintmung itt 
^(uöbtucfe mit beneit im % 95; nut bie SSetfc^iebenl^eit toalM oi, 
ba^ ba^ Sootbinatenuierecf jYPOQ frul^et ein ^ataUelogtamm mat; 
ie^t aUt ftnb bie ©egenfeiten biefeö 33ie¥ecf^ nid^t me(;t gleich* 
aSenn in einet fpl^drifd^sgeraben ßinie MN nun 

na 

ein ^unft O na* btxi t>orfleftenben ^Jotmeln x = — -— 
unby= — - — fceflimmt witb, fo nennen »it bie ßinie 

m-|-n 

MNpom^punfteO centtifcf) au^Vnac^ bemSer^dltniffe 
— aetbeilt, unb bet ^unft V feltjl ^eiße baö Scntrum 

n 

bet SIl;eilung. 

2)et Swf^^ „centtift^'' ki Sl^eilung ftd^rt J^inMnglid^ t>or 
einem ?Wifiperfldnbniflre, weld^e^ jut ?folge l^aten fonnte^ baß man 

ik im §. 95 t^otfommenbe Proportion ^= ^ mic^ ^ietonwen. 

bete, @o wie abet biefe ^topottion unter ben gegennjÄrtigen Um^ 

(Idnben falfd^ ift (tnb aud^ bit beiben folgenben falfd^ : . ^^^ = - 

«ttb "i-^-jJo == ■" f ofcgleid^ wir bie ßinie MN feifcjl nad^ bem 

SSerl^iSltnifie - centtifd^ getl^eilt nennen» Sie teiben legten 5j)tos 

Portionen, ol^gleid^ im ?fttgemeinen falfd^, gelten iebod^ in tefon^ 
beren Rillen, wovon weiter unten gerebet wirb. 

Um nun ater bk JRelation ju ftnben, in ber bie Sl^eile MO 
unb NO ber get^eilten ßinie MN (leiten, jiel^en wir nod^ an^ btm 
ßentrum V ber Stellung bk ßinie VO nac^ bem Sl^eilpunfte, 
unb fe^en bie SSinfel: 

MVO=« unb NVO=/j. 

^ •/, «- ^ si«^ MO sin VM.sin MVO sin A.sin « 

Sann tff offenkt: -: — 5^7. == -i — r^rj — . 1^^,^^ = - p - ö - 

" sm NO sm VN ^ sin NVO -- sm B»sm 3 

V Sin M 

gemer ijl nac^ §. 7 baö a3erl^4ltnif : ^ == -r-^ , unb alfo ; 

sin a mtngB 
sin ß n tngA 

S)ie 93enu^ung biefer Proportion oerwanbelt bit okrfle in : 
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sifl MO_^ m*cos A 
sin NO**" n^cos B 

sin MO m.cos YM 
^^^^' sin NO"" n.cos VN * 

^ad) biefet ^ptopprtton tarnt mn offenbat ol^ne ben ®ti>tm(Sf 
ber ?B[tenj(5ootbinaten eine ßinie MN centrtfc^ nad) einem gegebenen 

5BetMUmffe — an^ einem eknfött^ flegebenen Senttum V getl^eilt 

n 

»etben, ballet benn biefe ^toportion afö bet allgemeinfle ^tobtudf 
ber centrifc^en SH^eilung anjufe^en ifl, unb aöe^ biefe Stellung Se^ 
tteffenbe avi^ il)t l^ergeleitet »erben fann. SSJlan fit^t mi6 biefer 
^Proportion nun junöd^fl, ba^ bte ©rßße ber Sl^eile MO unb NO 
ber centrifd^ getl^eilten ßinie MN nic^t t^on ber ®r6ße ber ßinie 

MN felbjl unb bem Sl^ilttngö»erl&dltnifie — allein ab^dngt, »ie e^ 

gewol^nlid^ ber gall in ber Planimetrie ju feijn pflegt, fonbern auc^ 
bk ßage beö gegebenen Sentrumö V l^at ©influg auf bie 2;{;eihmg 
ber ßinie MN. 2Benn alfo and^ bie ßinie MN fammt bem S^ei« 

Iung6i?er]^<!Itnifie — um?erättbert bleiben, fo fann man gleic^woj^l 

n 

anbere unb anbere centrifc^e SIbeilungen ber &ink MN fd^on ba^ 
burc^ l^eri?orbringen, ober oeranlafien, ba^ man bie ßage beö ßen« 
trumö V gegen bk ßinie MN gehörig üerdnbert* 

©a6 Zentrum V ber centrifc^en 2beilung ifl jugleid^ ba^ 
fpbärifc^e Sentrum beßienigen ig)auptf reifet , tt?oju bie ßarbinale 
XY ge|)ßrt. T)a nun cos VM = sin MX unb cos VN=sinNYtft 
fo fann man bie t^orige Proportion auc^ alfo fc^reiben: 

sin MO m.sin MX > 

sin NO"" n.sin Ny' 

unb eö tfl l&ierburc^ bk centrifc^e Sl^eilung ber ßinie MN in ibrer 
?lbb(Jngigfeit oon ber ßage beö ^auptfreifeö XY bargejlelft Die 
ßinien MX unb NY jinb ndmlic^ jwei ^erpenbifel, ttjeW>e oon ben 
©nbpunften M unb N ber ju tbeilenben ßinie auf ben ^anpttnii 
XY gefaßt toorben finb» 

S* 98. 

ObgTeid^ bie ßage bed 6entrum6 gegen bie ju tbeilenbe ßinie 
MN aBerbingö Qinfin^ "^at auf ibre centrifc^e 2beilung, fo i(l bies 
fer ©nfluß gleid^wobl oon ber 2Irt, bci^ nid;t jebe Slbdnberung in 
ber ßage be^ Senthtm^ eine ^enberung ber centrifc^en Sb^iiung 
iu? golge f)Qt, oorau^gefe^t, ba^ bie ßinie MN fammt i^rem 2bei^ 



L- 
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lung^petJ^dltniffe biefeKen Meißen« Wem man ndmltd^ in Fig. 26 
wm ßenttum V «uf MN bad ßotl^ Vv föOt, fo ifl offenbar: 

cos VM cos Mv 

cos YN ~ sin Nv 

sin MO 7n«cosVM! 
^ ^ i-T T r g^^ jjQ n, cos VN 

bt6 $. 97 in bie fcigenbe: 

sin MQ m.cos vM 

^__ ♦ 

sin NO n.cos vN 

b« l^.| aud^ bet ^ufipunft v beö Sotl^eö Yv in btx £inie 
MN felbjl fann (latt beö gegebenen Senttum^ Y al$ 
(Sentrnm fiit bie centtifc^e Sl^eilung von MN genom^ 
nten »etben, o^ne biefe S^l^eilung baburc^ im minbejlen 
ju oerönberm ?lud bemfelben ®tunbe fann anc^ flatt Y 
lebet anbete^unft in bem ^erpenbifel Yv aU Zentrum 
genommen n^etben, ol^ne bit centrifd^e S^l^etlung ber 
£inie MN baburd^ in eine anbete ju oerwanbeln. 25a^er 
ifl benn ba6 ^etpenbifel Yv felbfl öbetl^aupt ber geometrifc^e Ort 
be^ ^unfte6 Vfür bk centrifd^e 2l;eilungber£ime MN, unb bef wegen 
mag e^ bk Sentrale ber centrifd^en Sl^eilung oon MN l^ei|ien* 

©enn bie (Centrale Yv burd^ ben Sf^eilpnnft O felbfl gei^e, 
fo oerwanbelt ftc^ bie ^oportion, tooburc^ bie centrifd^e Sl^eilnng 
oon MN au^gebriicf t wirb, in : 

tngMO m 
tngNO'^'li' * 

SBenn bal^ umgefel^tt eine fiinie MN nad^ biefer ^oportion 
getl^eilt ijl, fo fann man bit Sl^eihmg afe eine centrifc^e anfe^en, 
unb wenn man im St^eilpnnfte O öuf MN ein «perpenbifel erric^^ 
Ut, fo ifl e^ biz ßentrale ber eben baburd^ ate centrifd^ bärge* 
flettten Stellung. 

@ine anbere fpecieffe bemerfen6wert^e %otm ber centrifc^en 
Sl^eihmg erl^Ält man bei ber ?lnnal^me, bap bie Centrale Vv burc^ 
bie (abfolnte) ^ittz ber fiinie MN ge^t ; bemt unter biefer SSor* 
ou^fe^nng perwanbelt fi(i} bit affgemeine Proportion in bie noc^ 
einfac^re : 

sin MO m 
sin NO n 

©iefer ^aü tritt offenbar immer bann ein^ wenn ba6 2)reiedP MYN 
gleic^fc^enfelig, ndmlic^ MV=NY ifr 

2Benn bai^r wmgefel^rt eine fiinie MN nac^ ber ^Proportion 



\ 
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■ !" ^^ = ^ getl&eilt ift fo f ann man jtc^ bfefe Sr^dlung afe eine 

9II1 i3iV^ U 

centrtfc^e t^orflelTen ; confhutrt man ndmttcl^ ftftet MN al6 93aft^ 
ein gleic^ft^enWige^ ©reiecf MVN, fo ifl fein ©d^eitel V ba$ 
(Zentrum bet e(en babnt^ aU centtifd^ bar^elleKiten Zf^iüm^ bcx 
fiinie MN. 

ig>ierl&er ifl aud^ ber gaff ju ted^nen, »enn ba^ ßentrnm V 
ber 2l^eifun8 jngleicl^ ba^ fpl^drifc^e Sentrum be^jenigen ^aiipU 
heifeö ift woju bit fiinie MN feI6(l gel^ßtt SSiff man bann »on 
bem Zentrum V ein &otf) anf MN fdffen, um bie Centrale ju com 
ftirutmi, fo iil^bie Sonfhucrion biefe^ SotM ^i^^is unbeflimmt, 
weit bann äffe ßinien VN, VO, Vv, VM bie ßdnae twn 90^ fykUn 
unb auf MN fenfrec^t flel^en. tlte (Centrale mtt^ bamt biejenigt vv 
unter il^nen genommen mtbm, mooon MN ^cäbitt voixb^ 

^Ui)t fo fel^v e¥tt)d(^nunden>ettl^ ifl ber ^aU, in mld^m bie 
Centrale burc^ ben einen Snbpuntt M oon MN gel^t S)ie ^ro^: 
Portion ifl bann: 

sin MO m 

sin NO n cos MN 

unb menn bie (Senttale burc^ N gel^t, fo ifl bie Proportion: . 

sin MO m cos MN 
sin NO"" n 

3m erflen gaffe fielet VM in M fenfrec^t auf MN unb im 
i»eiten gaffe ifl ber SBinfel N m rechter. 

S- 100* 

Da nac^ §• 98 jebedmal, mm ba^ Zentrum ber S^eilung V 
fic^ außerl^al6 ber ju t^eilenben ßinie MN teftnbet^ (latt beffel6en 
ein Zentrum v in biefer Sinte felbfl genommen »erben f ann, »eld^eö 
ber Durc^fc^nittdpunft ber ßentralen unb b.er ßinie MN ifl, fo belohnt 
eö bie SÄü^e, bie im §• 98 für ba^ Zentrum v erl^altene ^ropor^^ 
tion genauer in ^etra^t ju jief)en» !Rel^men wir tttoa an, ba^ 
biefee Zentrum (Fig. 27) in ber »erWngerung oon MN Hegt, um 
einen fceflimmten gaff jum QJrunbe ju legen, nnb fcejiel^en wir bie 
teiben ©nbpunfte M unb N ber ßinie MN fammt il^rem Streit 
punfte O auf ben ^unft v {ba^ Zentrum), fo l^at man fiir bie 
^Proportion : 

sin MO m cos vM ^ sin (vO — vM) ^m.cosvM 

sin NO"" n cos vN *" W^^^^^«* sin (vN-^vO) '^ n.cos vN 

unb biz C^ntnoicFelung gi6t bann jundc^fl: 

tng vO — tng \M m 



tng vN — tng vO n 



8 
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j^terau« aUt ergibt ftd^ weiter in etnfa«^ ^uibmd 

^O ^ m.tngvN + n.tngvM 

m -|- n 

für bie burd^ ben ^mtt O au^ bem ßenttum v ober V l^etioot^ 
geibracbte centrifd^e Sl^eilung »on MN. 

@eßt man alfo: tng vM=a, tng vN=a', tng vO=x, fo ijt 
bie gormel: 

ma' + na 
x= — .♦ 
m + n 

SBenn man aUt {latt bet angegebenen @uHtttuttonen bte foI:s 
genben niad()t: tngvM=a+k, ttigv]V=a' + kunbtngvO=x+lL, 
in tt^elc^ k eine »ittfurlic^e poftti)>e ober auc^ negatioe @r6^e be^: 
beutet, fo finbet man gletcf^wol^l wteber bie Formel: 

ma' + na 
m+ n ' 

»eld^e alfo wn k t>Jtfig unaBl^dnaig ifl, Salier barf man bk btei 
®r6ßen a^ a', x um eine unb biefelbe vierte k i?ermel;ren ober 
and) i^erminbern, ol^ne bk centrifd^e Sl^eilung baburd^ im min- 
beflen ju dnbern* 

®el^t bk Centrale burd^ ben ^Infang^punft M, fo l^at man: 
tng MO = -^ ; ge^t fte jlatt bejfen burd^ ben Slnfang^:: 

pnnft N, fo ^at man eben fo: tngNO== — - — tngMN. 

m + n 

Sufa^, £)al;er bröcfen benn bie im §• 96 jum 0runbe gelegt 

na mb 

ten $?ormeIn x = — -— unby=- — r— an^, bai bk UU 

btn ßinien VM unb VN oon ben ^Punften P unb Q (Fig. 25) 
centrift^ au^ V get^eilt ftnb, unb jwar VM nad^ bem Sl^ei- 

lungö»erl^<Sltniffe — , l^ingegen VN nac^ bem reciprofen 



©erl^iSrtttiffe- 



§. 101. 



m 



SBenn ba« S^l^eilung^perl&dftniß — = i ift fo l^aben »ir bm 

befonberen ^aU beö centrifd^n ^albiren^, unb ber Sl&eihmg^punft 
O l^eißt bann bie centrifd[>e 5Witte oon IVIN, weld^e man alfo 
von ber (abfohlten) SSJtittc btefer ßinie unterfd^eiben tt>irb» 



— 115 — 

Sft i- 95., in Fig. 27 btt spunft O ik aM v fiejHmmte cen:? 
ttif(^e glitte loon MN, fo tfl nic^f MO = NO, fonbetn: 

tng vM + t ng vN 

tDgvO= 9 



2 
*in MO cos VM 



»ofur a«.^ Die Proportion: ;4^=i2i_^3efc^rieknwer. 
fceti fann. 

28«ra in ber Sorraer: tng yO'== "» *"g vN + n tng vM^ 

m + n 

m= — n gefegt tokb, unb olfo bo« S^effungeüerbdrtnig -=. — i 

ift fo etmt man: tng vO == -, obervO'=9o° 

2)er ^ierburc^ kftimmte St^cirpunft O- Kegt alfo nic^t tmntet, 
wte btc centrtft^e mtti O »on MN felbfl jwifc^en M unb N, 
fonbern tann au(^ öuf ber »erldn^erung »on MN (icaen unb mat 
nnmer um 90»t.on ber gentrafe vV ber centrifc^en IMunÄ 
Je^b. S)at;er tft berJPunft O' ber fp^drifc^e gÄittelpunft be« 

^uttft O jcbe« auf ber gentrate Vv errichtete «Perpenbifel VO' 
ober anberß auögebrürft: SJBenn man auö einem wiBft'triiAen «ßnnfte 
ber gentrare Vv einen ig>attptfreig teft^rei&t, fo get^t er immer 

btttt^ ben bem a:r)eitun3öm^<irtnijre ^=_i juge^ßriflen Z^eU 

Imamntt O' ber inrc^ i^n alfo centrifc^ get^eirten ßinie MN. 
43a|>er i^t man benn teeiter: cos vM = sin MO' unfi 

SS.t"Ä"'"* '" "" ^ "" '" "' *'"« " «" 

sin MO m cos vM 
sin NO n cos vN 

öter^e^t in bie fofgenbe: ^4^ = i^imjvro' _ 

sm JMO n sin NO ^* 

sin MO , sin NO ^ m ' 
sin ISO ,sin MÖ'^ TT* 

• ^tSS ^r*^P«>^«on (dßt H<^aUv weiter umfomen tn: 

sinMO.sinNO- sin NO . sin MO' sin MN . sin 00' 



m 



n 



■ift Jr v" l'^^^^Z^Sf'' ^'^ ^ ^»«^ '««f^fc^« 3»itte t>on MN, 
«(t «Ifo bte ßmte MONO' in ben »ier «»unften MONO' 

CSX!' ?I^ o'" '\^"^^" Proportionen Um^en. 
'«i mtt or ater t(l bte ßage ber gentraten Vv ber tenfrift^en 



I 

L 
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Jl^eiTung t>ott MN tejlimmt, »eil, »te f(^on ofen gefagt, bet «punf t 
(X ba^ fpl^drifc^e 6entnim beö ate Sentrale Dienenben JS)au)>tfrei^ 
feö Vv ift. 

3ufa^. 5Benn bie ßinie MN (Fig. 26) \>t>n ber Senttalen Vv 
jwifc^en M unb K in t gefd^nitten wirb, fo l^at man: 

^ m tne vN — n tng vM ^ _ ^„ 

tng vO=: 2 ; -^ — unb alfo für m = n 

° m+n 

üffenbot: tngvO= -S 2 ; fc^l^er Itegt auö) 

nun bie centrtfd^e WAit O »on MN, jwifd^n M unb N; 

m 1. 

I^ingegen erl^<Ut man füt - = — 1, tt>ie i^orl^in tngvO'=- 

U w 

ob« vO' = 90*. 

§♦ 102; 

©pl^drifd^s^etabe ßinien l^eißen concentrifd^ fletJ^eilt, »enn 
il^re centrifc^en S^eilungen bafielbe ßenttum ^aben, unb fic^ atfo 
bie jugelS)dri3en Centralen xx\ einem fünfte, bem gemeinfl^aft^ 
lic|)en Senttum, fc^neiben* 3tt>^i centrifc^ get^eilte ßinien^ finb 
alfo immer concentrifc^ 3et(;eilt; anber^ »erl^ält ed ftc^ offenbar^ 
»enn me^r al^ jwei centtifd^ getl&eilte ßinien gegeben ftnb. 

3u ber moglid^en 99ebingung, \>(x^ gegebene ßinien concentrifd^ 
get^eilt fe^n foUen, fann nod^ bie r^injufommen, bafi \i<x^ Sl^ei- 

lung^»erl^4ltntfl •— bei aßen biefen Sl^eilungen baffelbe fepn fotf. 

Um \i\t aSereinbarfeit biefer. SBebingungen nad^juweifen, fep in Fig. 
28 \>\t ßinie AG jjon B centrifd^ (x\\^ i^rem fünfte P nac^ bem 

aSerl^Ältnijfe - getl^eilt, unb alfo: 

sin AB m cos PA 
sin CB n cos PC 

2Birb bann PD = 90 ° genommen unb »erben wn einem wifif* 
furlid^n fünfte S om \ivt oier ßinien SA, SB, SC, SD gejogen> 
»eld^e pon ber 2ran^erfalen abcd va a, b, c, d gefd^itten »er^ 
beur fo ifl junäd^il: 

sin AB m sin AD 
n sin CD 

sin AD sin AS « »tn ASD 











sin 


CB 


Sa 


nun 


aber 






\ 


sin 


AB 


sin 


AS, 


,sin 


ASB 



^U\i 



sin CB sin CS. sin CSB sin CD sin CS . sin CSD 

ifl, fo erl^Ält x^wi ^v^ ber porigen ^Proportion offenbar \At folgenbe c 
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sin ASB m sin ASD 
sin CSB n sin CSD 

Jikftlie 2Bmfelbejie|>un3 muß aber auc^ biitd) bk Z^^ümi 
ber Stönöwrfale abcd miöflebrücft feyn; ba^et ^at man: 

sin ab m.sin ad 
sin cb n«sin cd 
«T%. c rfi- 1 - I- .« sin ab m cos pa 

SBiro alfo dpÄQo« aenommetii fo tfl: -: — r= ^ 

sin CD n cos pc 

«nb alfo bie fiinie ac avL6 p centrifd^ oon b nad^ bem SSerl^Ätoiffe 

^ fletl^eilt* SEBetben nun weitet in P unb p auf PAC unb pac 

^erpenbtfel tnid^M, »elc^e (td^ in V fdj^neiben^ fo finb bit beiben 
fönten AG unb ac von bet Stute Bb concentrtfi^ ant^ bem (Senttum 

V nac^ bemfelben aSer^ältnijfe ~ getl^eilt; e^ ftnb PV unb pV 

bie beiben gentralen unb V tfl jugleic^ bet fp^drifc^e SÄittelpunft 
bed ig^aupffreifed DdS. gWan uberjtel^t ^lernac^ letc&t, baß auc^ 
me{>t al6 jwei ßinten concentrifd^ nac^ bemfelben aSetl^dltntffe ge^ 
t^eöt fei)n fonnen» gerner fonnen fic^ aud^ concentrtfd^ getl^eilte 
Sinien felbfl in bem gemeinfc^aftli^en Zentrum t^rer Sl^eüung 
fc^netben. 

§♦ 103; 

2Bena man ant bem (Zentrum V (Fig. 29) ber nad^ bem 

aSer^dltnifie - 00m ^Punfte O bewirf ten S^eilunä ber ßtnie AB 

einen Keinen ^ret^ befd^reibt, welcher oon VA unb VB in a unb 
b; oon vo in o unb oon ber Sentrafe VC in c gefd^nitten 
wirb, fo i(l: ' 

sin AO sin VA. sin ao ^ 
sin BO sin VB.sin bo 
^ ^ ,..«.» sin AO mcosAC m cos VA 

unb bü naA ber ?lnnal^me . p^ == irr, = — rrr"vR ^^ 

' ^ siu BO ncosBC neos Vb 

fo eri^dlt man ait6 biefen \>i\btn Proportionen bie folgenbe: 

sin ao m^cot AV 

sin bo n^cot BV '^ 

©ö ijl aber weiter: cot VA^tng VC = cos ac w^^ 
cot VB »tng VC=:cos bc; bal^er l^at man bann weiter: 

sin ao m.cos ac 
sin bo n.cos bc 

«nb biefe «JJroportion brücft ben Sufammen^ana unter ben ©infein 
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an^, unter welchen bie ßittien VB^ VO, VC, VA r>t>n 6em Sentnim 
V auögef^em 

ßegt man ballet butd^ fte eine jweite ßinie B'O'C'A^ »eld^fe 
öBet ebenfattö auf ber (Senttale VC fenf rec^t fielet, fo finb bie fönten 
AB unb A'ß' pon ben fünften O unb O' niä)t nur concenttifd^ 

öu^ V nac^ bemfetten aSetJ^dltniffe - getl^eilt, fonbetn bte Reiben 

centnfc^en SJ^eiUmgen l^aiben öuflerbem noc^ biefelbe ßenttale VC'C. 

S- 104* 

£)aö tJorWn ©efagte mag j«^^ 93er(l(Snbnijfe beö SBefen^ ber 
centtifc^en unb concentrtfd^en 3;i^eitun3 t;mret(^en^ mb ttit gelten 
bälget je^t baju nUt, bte jtd^ auf biefe Sl^etlung kjie^enben gor^ 
mein füt bie S^^^^ ber anafptifcl^en (Sp^xit traitd^bar ju mad^en. 
SBir fcf;icfen baf)er alö @infd&atatng einen @a^ porauö^ »eld^er 
eigentK(^ jur Sl^eorie ber fpf^drifc^sgeraben ßinieü6erl;aupt ger;6rt. 
(5ö feif) Fig. 30 eine ßinie MN bejogen auf bte beiben ?fren VX 
itnb VY, unb alfo XY bk ßarbinale beö ßoorbinaten ? ©9(lem$. 
SDte ©leid^ung an MN fe^: 

%&Um wir »om 9(nfangöpunfte V ba6 &>tf} Vv auf MN, unb 
wirb ber SSinfel vVX mit y bejeic^net, fc tfl nad^ §. 9: 

b — a cos V 

tngy=: : f 

a sm V 

wenn, wie bafelbft auc^ I;ier ber ?lrenwinfel =t gefegt wirb. 

SSerldngern wir je^t MN, biö bk ßarbinale XY bat^on in Z 
gefc^nitten wirb, unb jiel^en wir nac^ bem ^nnttz Z j?om Slnfang^s 
punfte V au^ bk ßinie VZ. 2)a burd^ bk ßinie VZ bte ßage be^ 
$Punfteö Z in ber ßarbinale XY teftimmt wirb, fo l^aben wir bit 
©leid^ung an VZ ju fuc^en a\x^ ber Oleid^ung ax+by + c=o, 

Demgemäß bringen wir biefelbe unter bit J^orm : a + b .^4- -=o, 
um in fi^r x= - unb A== -, — - m feßen, tnbem wir ben SGBinfel 

O SID p 

XYZ-a unb YVZ=/S feiern S)aburd^ erhalten wir: , 

A = — -f 

b 

„nb »eU !in^= A, alfo tng «= ^^^'°J^ (nac^ 5- 7) ift 

r ff V . — a sin V • , ^^ 

fo finben wir : tng a = , unb alfo : 

° h — a cos V 

tng «.tng y=— 1; 
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b. "fy*, bie fcdben ßittien VZ unb Vv fd^^Kegen on V einen redeten 
SBittfel ein, unb ba an^ ber 2BinfeI VvZ=90°t(l, fo tfl ba^ 
jhretedf VvZ alefd^fd^enWig, unb imgbefonbere ZV=Zv=90*l 
9fe|fmen mt ballet an, baß bie ßinie MN centrifc^ m^ V in 

O nad^ bem 93et|^dltnifie - getf^eilt fe^, unb bringen wir mit 

bem fo eben bemiefenen Sa^e ben tan §. 101 gefunbenen in 93ers 
binbung, fo l^aben wir ofenbar bie fo(genbe Proportion: 

sin MO. sin ZN^ m 
sin NO «sin ZM^ n 

ober wenn wir bie ßinie MN centrifd^ an^ V nad& bem aSerl^ältnifie 

~=— 1 t^eilen, fo ifl ber S^eilpunft Z ber JJurd^fd^nitt^punft 

ber ßinie MN mit ber ßarbinale XY, wie im §♦ 101 auf anbere 
^rt bargetl^an würbe. 

SBenn bu QnbpuntU einer centrifd^ getbeilten ßinie MN burc^ 
il^re Slren-Soorbinaten benimmt . (tnb, unb ba6 Sl^eilungöi^erbaUnig 

— gegeben ifl, fo lajfen ftd^ f)itxm6 auf em einfädle 5IBeife hk 

Slren ^ ßoorbinaten beö sr^eilpunf teö O für wilTf ürlid^e Sflid^tun- 
gen ber beiben ßoorbinaten^s^lren bereiten, jebod^ unter ber SSor« 
auöfeßung, ba^ ber 5lnfangöpunft be6 goorbinaten-O^ftemd in 
ber 6entra(e ber centrifcben Sb^ifong liegt 

Q^ fei; Fig. sobie ßinie MN centrifc^ oon O nac^ btm 93erbdltniffe 

— getl^eilt, nnb Vv fe^ bk (Centrale. 3n ibr wdblen wir wittfür- 

lic^ bm Slnfangöpunft V, unb jieben unter beliebigen 5EBinfeln mit 
ber Centrale Vv bie 6oorbinaten^9Iren VX unb VY, in 93ejiebung 
auf welche bie itibm (Jnbpuufte M unb N ber ju tl)eiknbcn ßinie 
MN beflimmt feigen, wie folgt: 

M=(a, b) unb N=:(a; b'). 

2)er Sbeilung^punft O fe^ eben fo Uf^ddyntt: 0= (x, y). 

ßegt man jwei anbere Soorbinatens^Ixen VX' unb VY' burdb 
bit @nbpunfte oon MN, unb wirb ber ^unft O in Sejiebung auf 
fte bejeicbnet mit (x', f), fo ifl: x'=tng VP unb y'=tng VQ. 
ferner fep tng VM = A unb tng VN = B. 3n SSejiel^ung auf bie 
le^t genannten 9(ren ifl bann nod^: 

M=(A, o) nnb ^ = (,0, ß). 

Sie ßoorbinaten biefeö ©ijflemd laffen ftc^ burd^. bie bed 
vorigen nad^ §. 18 auebriidten, unb bit ^u6bxüdt l^aben bie g'orm : 
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i) x'=P.x — Q.y, 
2) /^R^y — S.x. 

©an) ibtnfü "fyat man für 6en Vmtt M bk ©letd^ungen: 

S) A=P.a — Q,b, 

4) o=R.b — S.a; 

mb fut ben ^mtt N bie teiben fofgenbett: 

5) o===P.a' — Q.b% 

6) B==R.b' — S,a'. 

S>a nun aUt m^ §. 96 ijl: 

x' n ^ y' m 

•r = — -r— Unb % = -7— 

fo ^at man bie teiben ©leic^imgen: 

P,a — Q.b m + n 

R,y — S.x__ m 
R.b'— S,a'"" nT+n * 

?EBetben barin bit au^ bcn Gleichungen (4) mb (6) fiejogenen 

a b' 

©ettl^e: R=S,-4inb P=:Q .-; inh^itnitt, fo »etttjanbeln fie 

x> a 

(id^ in: , 



b'x — a'y n c ^7 — ^^ 



m 



b'a — ab' m-f-i^ ab' — ba' m^-i^ 

«ttb i^tt Slufldfung gibt bolfytt bie teiben gefud^ten einfad^en^Iu^bmdfe: 

ma' 4- fta . mb' + nb 

X = -i-^-- unb y =• ; .# 

ireld&e, »te man ite{;t, »on bm Stid^tungen ber Uibm ßoorbinatens 
ilxtn VX unb VY ußttig unabl^öngig ftnb, ®anj biefelben gor^ 
mein finbct man im analogen %aUt ber Planimetrie. 

©oK alfo O bie centrifc^e 9J?itte oon MN fe^n, fp l&at man: 

-^ = -f 1 unb alfo bann : 

a 4- a' ^ b + b' 

S. 106. 

ffienn man alfo in Fig, 31 bk Mien ßinien M'N' tmt> M"N" 
»ncenttif«^ aui i\)nm ©urc^fc^nittöpuijfte V buw^ bie teiben «Punfte 

cy unb O" nod^ bm SSerl^^rtniffe - t^eitt, fp rtdmric^, bag ip: 

n 
sinM'Cy m.cosVM' ^ , „^, mtosVN'Hrii.tngVlVl' 

un^ 
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si;rrrä'==n.cosVF'^^^^"*- *"SVO -^-- 

fo finb VM' mb VM" bie ^xtn^oorbinattn eine^ ^unfteö M; 
eben fo VN' imb VN'' ik $lren=Soorbinaten eine6 ^pimfte^ N, 
enblid^ VCy unb VO" bte Slxensßoorbinaten eine« ^imfte^ O unb 
e^ liegen bte btei ^mttt M, N, O in einet fpl^drifc^^geTaben ßinie 
MN^ ml6)e t?om britten ^uncte O concenttifd^ mit ben Uibm 
DOtigen JBimen ouö bem aemeinfd^afrttd^en 6enttum V getl^etlt ifl, 
fo n&mlid), ba% wenn Vv fenftec^t auf MN (bie ßenttale) ijt: 

^ sin MO • m » cos' vM 

sin NO "" n , cos vN 

i% ober wenn «mäefel^rt ber ^unft v burd^ biefe ^oportion Us 
fKmmt wirb, fo fielet Vv fentted^t auf MN. 

Jg)iermit abtt l^aten wir auf eine efcen fo einfädle, afe affge* 
meine SBeife »bie Sebingung au^gefptod^en, unter welcher brei 
fünfte in einer fpl^ärifc^^geraben Sinie liegen unb eö i(l )ug(eic|^ 
bie Sage bt6 britten ^unfteö in biefer ßinie teftimmt angegeben trorben. 

9Äan fann bie Centrale Vv nad^ §♦ 104 auc^ baburc^ ftnben, 
ba^ man bit Sinie MN oerldngert, bid biz ßarbinale XY baoon 
in einem ^punfte Z gefd^nitten wirb, wenn bann Zv=90°genomÄ 
men wirb, fo iff Vv bit gefuc^te ßarbinale unb alfo fenfred^t auf MN, 

§• 107^ 

©0 einfad^ bit im §♦ 105 erl^altenen allgemeinen J^ormeln 
Pnb, unb fo fel(>r (le mit bekannten planimetrifd^en übereinfKmmen, 
fo jufammengefe^t werben fie, wenn man bie im §• 105 gemachte 
aSorau^feßung aufl^ebt, welcher gemdß ber Slnfang^punft ber Boor« 
binaten in ber Centralen ber centrifd;en 2l;eilung fel&ft obgleid^ in 
i^r an einer willkürlichen ©teUe, angenommen würbe» Um nun bi^ 
?lufgabe aber in größerer SlUgemeinl^eit aufjulofen, betrachten wir 
juoor Fig. 32 bie centrifd^ an^ V im ^unttt O nad^ bem 58erl;dlt5 

»ifie - getl^eilte 2init MN. 

SBir l^aben jundd^fl: 

tng VO = mtngVN + ntng VM 

m +0 

9?el^men wir nun in biefer ßinie willfurlid^ einen ^ntt W an^ 
unb abbiren wir jur vorigen ®leid^ung bit Sbentitdt: 

xxr^r ^ tng WV H- n tng WV 

tng WV = 2 2 t 

^ m + n 

fp ert^alten wir jundc^fl: 
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sin WO sinWN sin WM 

^ ^ ^ cos VO cos VN cos VM 

unb Wefe ©leic^ima läßt fic^ noc^ meitet Hmformen in bie folgenb« : 

(m-f n) tng WO _ mtngWN n tijg WM 

i + tngWO,tngWV "i + tngWN . tngWV "^l+tngWM.tngWV' 

ober aud^: 

cotWO + tngWV%ot WN + tngWV'*"cot WM + tng WV * 

S)ie weitete ^ntwicfelurig füi^tt bann enbltc^ ju ber gotmel:^ 

m tng WJV (i + tng WM . tng WV) 
^^^ +Ptng WM(i+tngWN,tngWV) 

°^ m(l+tngWM.tngWV)+p(i+tngWjy.tngWV)* 

©e^en wir alfotng WV = «, tng WM=a,tngWJV = a;tngWO=x, 

fotft: 

ma' (i -|- aof) + na (i + a'«) 

X=Z ■■■ < mf 

m (i + aa) + n (i + a«) 

unb btefe gormel jie^t ftc^, trenn « = o ijl, offenbar wieber jufam* 
tuen auf: 

ma' + na 
m + n 

S* 108* 

9?ad^ biefen Sorkrettungen fßnnen wir nun ol&ne lange arit^* 
metifd^e (Jntwicfelungen in grßlter SlKgemeinl^eit bk Slufgabe auf« 
Wfen,. auö itn ßoorbinaten ber @nbpunfte einer ßinie, au6 bem 



m 



gegeknen S^l^eilungö^erl^dltniffe — unb ben Soorbitiaten eineö ßen^ 

trumö bk (Soorbinaten beö Sf^eilungöpunfteö O felbjl ju fiinbem 

(S6 fe9 Fig. 33 ba^ Zentrum ber SlJ^eilunq V=(— a,— b), 
unb alfo tng WP=b, tng WQ=a; bte JU t^etlenbe ßinie fep 
MN, ber enbpunft M=(A, B); ber enbpunft JV =(A.; B'); ber 
gefud^te 2l^etrpunf t fe^ O ==:CX, Y) mb ber 5trenwinfel fe9XWY==w. 
@6 i|l bann bk ©leidfjung an einen ^auptfreiö, beffen fpl^ärifc^eö 
Zentrum ber ^unW V ift nac^ §* 6: 

(a+b cosw).x + (b + a cos w).y = l, 

nnb bie ©leic^ung an bk Stnie MN felbfl i(l : 

(B'— B).x + (A~.A').y=B'A— BA'. 

Diefe Reiben ^auptfreife mögen <t(^ tm ^punfte R fc^neiben, unb 
(ur 93eftimmung biefen ^nnttt^ jtnbet man: 

, (AB' — BA') (b + a cos w) + (A'— A) 

* "^ (B'— B) (b4-a€osw) + (A'— A) (a+b cos w) ' 

^ ,, (AB^--BAO(a+b cos w) + (B' — B) 
^ "" (B'— B) (b+a cos w) + lA'— A) (a+b cos w) 
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3n Senu^ung Mefe^ ^nnttc6 R t(l bet Slu^btudf bet centtifd^n 

sin MO . sin RN __^ m , 
sin NO. sin RM'^'n ' 

unb »itb attd R ate SÄittelpunft ein ^anpttm6 Uid^mUn, fo 
get^t et burc^ V, (tel;t fenfte^t auf RM unb ifl alfo bie (Centrale 
ber S^^tUmg* 

SBerben nun bte fiinien YM, YO, YN, YR gejogen, woijim 
bie 2Ire WX in m; O', JN; R' gefc^nitten werben wag, fo ift 

tng WM'=A, tng WO' = X, tng WF = A; tng WR' = x', UUb 

e6 ijl auferbem noc^ (nac^ §• 102): 

sin MV. sin R^jy ^_m 
sin JN'O'.sin R'M'""n ' 

SBirb alfo in btt ßinie WM'O'FR'X ba6 ^tüd WV'=:R'X 
atgefc^nitten, fo i(l: V'R' = 90^, unb aJfo Y bat^ ßenttum für bit 
centrifc^e Sl^eilung ber ßinie M'N; ober : f 

sin M'0 '_ m.cos V^M 

sin WO'"" n.cos VN * < 

©e^en »ir nun WV'=arc (tng=a), fo ijl: «=-7 ; unb ba ncaS^ 
5. 107 ifl: 

mA'Cl — A«) + nA. (l-— A^«) 
"*" m(l — Aa)4-n(l — A«) ' ' 

fo ^at man in biefem ^(uebrucfe nur noc^ f&r « ben folgenben 
2Bert^ ju fut jlituiren : 

_ (B' — B} (b 4- a cos w) + (A'— A) (a-fb cos w) ^ 
" "^ (AB' -. B A') (b + a cos w) — (A' — A) 

ober aud^; wenn man jur 3lMürjung feßt: 

b'=b + a cos, w; 
a' = a + b cos w, 
. ., . (B' — B) b'+(A' — A) a 

ben forgenben: «= (ab-^BA^ b-+ A^-A ^ 

fls w ^ ^.r . . (A' — A)(l — Aa' — Bb') 

©aburd^ erl&dlt man aber: l— A .«= 



unb 1— A'.a= 



(AB'— BA'jb' + A'— A 
(A'— A)(l— AV— B'b'j 
(AB'— BA') b' + (A'— A) ' 

unb bte 93enu^ung btefer SBert^e gibt: 

m A' (1 — Aa' — Bb') + n A (1 -- A'a' — BV) 
-^"^ m(l — Aa'— Bb')+n(l — A'a'— B'b') 

Sejetdi^net man bälget ben ^unft V rber ba^ Sentrum ber Z^tin 
lang nid^t, wie oorl^er, mit (— a, — b), fonbern mit 
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V==(a, b) 

W(5l)renb bk übrige SSejeid^nuna biefelbe hltibt, ttte uorI>tn, fo l^at man: 

^^ m(i + Aa- + BbO + n(i+AV + BVj ^ ""^ '^'"f*^* 
mB' (1 + iU' + BbQ + dB (i + AV + B ^Q. 
m (i +'Aa' + Bb') + n (i + AV + B'b') ' 

mb burd^ biefe beiben gotmelu t(l bie Dütgelegte Slufgabe in i|ytem 
öanjen Umfange geldfet wotben, ba nun auc^ ba^ Sentrum V = (a, b) 
ber Stellung um mUtntiiö)t ©teffung ^ahm tann. Sil bet ^un^ 
voinM yr—90'', fo stellen fic^ bie beiben gotmeln jufammen auf: 

_ mA^(i-f Aa + Bb) + nA(i + A^a + B^) 

"" m(l + Aa + Bb) + n (1 + A'a + B'b) ' 
_ mB'd + Aa + Bb) + nB (j + A'a + B'b) 
in (i + Aä"+ Bb)~+ n (i + A'a + B'b) 

Sa^Hofe Folgerungen mb 2lntt>enbungen geftatten ' biefe allge? 
weinen g^otmeln, weld^e aU gunbamentalfotmeinju Utxad)^ 
Un ftnb, worauf wir jeboc^ l^ier nic^t eingel^en* S)enn wie aud^ bie 
SBertl^e t^on m, n, a^ b perdnbert werben mögen, fo liegt ber ^mtt 
(X, Y) gleid^wol;! immer in ber burd^ bit beiben fejlen ober ge^ 
gebenen fünfte (A, B) nnb (a; B') gel^enben fpl>drifdS>::geraben ßinfe 
MN, weld&e er eben centrifd^ aU (a, b) nad^ bem 23erl^4ttttifie 



- tmt. 

n 



S. 109. 



Sit Slnwenbung beö SBegriffeö ber cenfrifc^en Sl^eifung unb 
tnöbefonbere ber centrifc^en ^albirung fonnen wir nod) eine ©gen^ 
fc^aft beö fpl^drifdS>en ©oorbinaten-S^ftemö auf eine überaus eins 
fac^e 2Beife batt^nn. SCBenn Fig. 34 a\x^ bm ßarbinalpuhften X 
mb Y bk ßinien XQ mb XQ'; YP unb YP', gejogen werben, 
weld^e itd() in A, B, C, D fd^neiben, unb wir tng VP=a, tng VP'= a', 
tng VQ=b, tng VQ'=b' fe^en, fo ift x=a bk ®(eid[)ung an 
AD; x=a' bie ®teic^ung an BCj y=;b bk ©leid^ung an AB unb 
x=5b' bk ©feic^ung an CD» 

' Ski)tn wir nun im SSieredfe ABCD bk beiben Diagonalen, 
unb nel^men wir ben ^Infangöpunft V on jum Sentrum ber ^aU 
birung, fo l^aben wir: 

A=^(a, b); B = (a', b); C==:(a', V); D = (a, h^. 

aSejeid^nett wir bie centrifd)e SRitte ber Diagonale AC mit^ 
(x, y) mxb ber Diagonale BD mit CA 7% fo ^^ »i^ nad^ §• i05: 
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a -h a' , b 4- b' 

X = — -— mb y= — - — f 

2 2 

x'= — j- ttttD y'= — ^ — 

S>o!^€t ijl x=x' unb y=yV b. 1^.: bie betben SJiagotias 
len AC unb BD ^Aliiten einanbet centtifd^ au^ V, imb 
man fann ia^tt ba^ SBietecf ABCD' bet Slnalog« wegen etit 
centtifd^ed ^atalUUixamta nennen unb jwat füt ba^ 
Zentrum V. 

SGBetben ferner burd^ bm Durd&fc^nfftöpunft E ber beibeti 
diagonalen bie Sinien XEq unb YEp gejogen, fo ift: 

_ . tne VP + tneVP ^ 

x=x'= ing Vp = — ^ Z—ö unb 

/ * V tng VQ 4- tng VQ j 
y=y'=tngVq= ~2 2 

©eiter »erben i>on ber fiinie Xq bk ©eiteu' AD unb BC 
centrtfc^ m^ V ^albirt, unb eben fo werben aud^ oon ber Sime 
Yp bie Reiben anberen, ©egenfeiten AB unb BC be^ centrifc^en 
^araDe(ogramme^ an^ V l^alMrt. 

S. 110^ 

Dad fo eben bewiefene 2l;eorem ifl nur ein fe^r fpecielfer 
%aU »on einem oiel attgemeinerem (5ö fe^ Fig. 35 ABCDEF m 
fogenannteö ooKjliSnbigeö 93ierecf, tt)elcf)e6 bie brei diagonalen AD^ 
BC unb FE ^at 2Bir l^albiren bie beiben erjlen Diagonalen cen^: 
trifd^ m6 einem ^punfte V, weld^^er eine wiHfürlic^e Cage f;aben 
mag, unb fud^en eine ®Ieid^ung an bie centrifd^e ^albirung^tinie. 
tim t>f)m lange @ntwidFe(ungen ba^in ju gelangen, befd^reiben wir 
aa6 V einen ^auptfrei^, wooon bie Seiten AB unb AC beö SSieredf^ 
in X unb Y gefc^nitten werben, unb nel^men ba^ ©tüdf XY beffet 
Iben jur Sarbinale, alfo ba^ gegebene Zentrum V feI6(^ jum 9(n« 
fangöpunft ber (Soorbinaten. Söirb nun ber ^punft A bejlimmt burc| 
(a, a) fo ift bie ®feid^ung an AB: y— « = o, unb bie ©leid^ung 
«n AC ifl eben fo: x — a=o. 

Q$ fe9 femer B=(b, «); C=:(a, /) unb D=(d,^); bann ifl 
bie ®feid^ung an BD:^ 

(3— «) X — (d— -b) y=ab— ad; 

unb wirb fte mit ber ®Ieid>uttg x— as=o oerbunben, fo erl^dft 
man jut sbeflimmung be^ $unfteö E bit ^u6brticfe: 

« (d — a) — a(b — a) 

x=a unb y= j— 5 

S>k ®Ieid^ung an CD tfl tUn fo: 



— 126 — 

(a— y) X— (d— a) y=Ja — yd, 

unb wirb (ie mit ber (äleic^ung y=a rertunben, fo ereilt man 
jut gSeflimmung ber ßage i>on F bie Sluöbtürfe: 

a(3 — «) — d f y — «) 
X = — i: ^ ' , unb y = «. 

SBerben nun bie fceiben £)iaaonafen AD unb BC centrifd^ aud V 
ifyalbitt, fo ijl nci^% 105 bie centtifc^e SWitte wn AD tejlimmt burd^: 

a +d ^ « + 3 

xss — i — unb j = • 

eten fo ifl bie centtifd^e SWitte von BC befKmmt burd^: 

X = — ^ unb y =2 -— -^ • 

2 •'2 

S)al^et ift bie ©feid&ung an btn burc^ bie centrifc^en ^Witten poii 
AD unb BC gel^enben ^auptfteiö: 

a — y d — b /'«+Ä\/'a + bN /a + d\ /« + ;'\ 

obet einfädlet: 

2 (3 — y) x — 2 (d — b) y:=a (a— y) +a(b — d) +hd'-dr* 

Diefe ©leic^ung Idßt <tc^ aud^ unter folgenbe gorm bringen:! 

2 (3— y) • (x—a)— 2 (d— b) . (y— a>=ba -d;.— a (d— p')— «(b— d> 

9Kmmt man nun nod^ bie centrifc^e SWitte ber britten diagonale 
EF, fo f)at man für fie bie Sluöbrücfe: 

a Cd — «) — d (v — a) 
2x=ta+ -^: 7 -f 

o—r 

«(d-a)-Hb-a) 

2y=«+ d=b 

J£)ieraud aber jiel^t man bie beiben gormetn: 

2 (^ — y) (x — a) = a/— aa + d« — d;^, 
2 (d— b) (y — a) = — «a— Äb + Äa + ab, 

unb tt^irb Don ber erflen bk jweite fubtral;irt, fo erf^dtt man : 

2 <J^—r) (x— a)— 2 (d— b)(y-«)=b^--dy— a (Ä-.y)-«(b— d); 

unb alfo biefelbe ©leic^ung, tt>eld)e frül^er für ben ^auptfreid ge? 
frnben »urbe, wooon bie beiben Siagonaten AD unb BC centrifc^ 
l^alMrt tt)erben. 

SEBenn man bal^er avit einem »illffirlid^en Zentrum 
V bie brei ©iagonalen AD, BC unb EF eine^ looll* 
fldnbigen 93ieredf6 l;albirt, fo liegen biefe brei centri* 
fc^en ^xtHn jebeömal in einem xxnb bemfelben Jg)aupts 
ifreife, beffen ßage fid^ aber dnbern fann, »enn ba^ 
flemeinfd^aftlid^e ßentrum V feine ©teüe t^erdnbert. 

SBenn mau ferner bie brei S)iagonaIen, flatt fte nac|^ bent 
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a3eri>filtttijfe- = + i ju rt)eUen ober ju ^(AHnn, wlmel^t nad^ 

bcm Sert;dlttttfie - = — i t^tHt, fo Hegen bte brei concentttfd^en 

Zf^eiipmtu -xia^ §* iOi fo, baß fte )>on bem gemeinfcl^aftltcl^eit 
Centtum V um 90* atflel>en, i. ^., biefe btei fünfte pnb gerabe 
biejentgett, in »eld&en bte btei SJiogonalen ron bet ßatbinale XY 
gefc^nitten werben, — 2)al)et Hegen and^ biefe btei Z^tiU 
punfte in einem unb bemfelben ^auptfteife* 

^n jebet Diagonale liegen a(fo m^cx if)tm kiben ^nbpnntten 
jtt)ei centtifc^e Z^dlpmtttf unb in biefen mt ?Punften ijl eine 
fold^e S)iagonaIe nac^ §• 101 tebe^mal l^atmonifc^ getfleilt 

§. 111. 

SBir beigaben ba& ootige 6oorbinaten«@9flem unb aud^ bte 
vetige aSejeic^nung (ei mi befd^teii^en einen fpl^dtifc^en ^egelfc^nitt, 
n>el(^et bie oiet ©eiten bee 23ietecf^ ABCD betül^ten foff, unb 
bellen @Ieid^ung fepn mag: 

Ay2^ 2ßxy-f Cx« + 2Dy + 2Ex + G =o. 

Snfofetn et nun bk ©eite AB ittn^nn foU, beten ®leid^uftg 
i(l: y— «=0, i^aben wir naö) §• 62 bie Sebingung: 

£) (B* — AC).a2-f 2a(BE— CD) + E2 — CG = o. 

Snfofetn et nun bk Seite AG fcetu^tt, beten ®Ieicl^ungx—a=:o 
ift, ^aben wit: 

2) (B* — AC),a2 + 2a(BD— AE) + D»— AG = o- 

S)a bk ©leic^ung ffit CD ijt: (^— y),x— (d— a)y=:aa— yd, 
l^akn mt: 

3) (B2 — AC) (^a — yiy + 2(BD — AE) 3 — y (Ja — yd) 

+ (D*-AG) (^ — /)' + 2(BG — DE) (J — y) (a — d) 
+ 2(BE— CD) (a— d) (da— yd) +(£2— CG) (d— a)*=o. 

£)ie \>iett^ Sebingung, btt Setül^tung btt ^eitt BD, btrm 

®lei(^ung (d— «) x— -(d— b) y=5b--ad i(l: 

4) (B^— AC) (db — ad)2 + 2(BD— AE) (3—«) (A— ad) 

4.(D2 — AG) (j^a)2 4.2(BG — DE) W — a) (b — d) 
+ 2(BE~CD) (b-.ct) (A— ad) + (E^—CG) (d — b)*«= o. 

©Itminiten »it an^ bm oiet Sebingungögleic^ungen bie btei 
®tftßen E^— CG, D^— AG unb BG— DE, fo tv^altm toix eine 
einjige ©leid^ung, in »eichet wit: 

AE— BD ^ CD — BE 

"=Br=Äc""^y=B^TrÄG 

fe^n, unb ik bann ifl: 
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(5-«) (b-d) ^''•y ^""-V b^^ )' 

©er 5punft Ch y) ater t(l nad^ §. 38 bet in Sejiel^ung auf einen 
^egelfc^nitt befKmmte ^pol ber ßarbinalen XY, treidlet mit P fce^ 
jeid^net fejjn 11103 ; biefet ^ol dnbett mit bem ^egelfc^nitte jugfeic^^ 
ttjoju er gehört, unb ber bie mer Seiten beö SSierecfö ABDC terül^rt, 
feine ßage— aBer »ie et au^ feine ßage dnbetn mag, fo 
HeiH er gleid^ttjol^l immer in einem unbbemfelben 
i^auptfreife^ weil bk rorflel^enbe Oleid^ung m ben geometri^ 
fd^en Ort beö ^unfte6 P eine ©leid^ung bee erflen @rabe^ i% 
*unb alfo einem Jg)auptfreife jugel^ört. 

©ie gefunbene ©leid^ung Idßt pd^ oter noc^ fel^r rebuciren 
mb man ftnbet baburd^ bo(b : 

(2/a^2«bXa-y)(b-d) + (y^-^a^X^—d )(b— d) 

2(b-d)y+2(M-x== ; 1 . A >u ; u ^* 

^ ^^ I V y^/ (Ja— yd— «a+ad— db+;^b 

3m ?luöbmdfe auf ber redeten ®tit^ i(l aber .ber S&W^ tl^eilbat 
burc^ ben 9}enner unb nad^ gefd^e(;ener 2)i9iftDn l^at man bie ein- 
fächere ©(eic^ung: 

2(b— d).y+2(a— y)x = a(^— y) + a(b--d)+bd— dy 

unb alfo biefelbe, weld^e im §. iiO it^mben würbe. 

SÖenn bal^er in Sejiel^ung auf Jeben Äegelfd^nitt, 
»eld^er bie pier ©eiten beö Siererfö ABCD l^albirt, 
ber ^ol P ber ßarbinalen XY beflimmt wirb, fo it^ 
finbet er fic^ jebe^mal in einem jweiten ^auptfreife, 
weld^er bie bret S)ia3*onaIen concentrifd^ an^ V "fyaU 
iixi, wenn V ba^ {p'^&tifd)^ Zentrum be^ willförHc^ 
tefc^riebenen J^auptfreifeö XY ijl. 

2Bir fßnnen l^iermit noc^ ba^ im B^f<^^^ ^ jw §♦ 59 kwiefene 
SH^eorem in SöerWnbung fe^en, unb bemgemdß an^ bem fünfte 
P, afe einem fpl^firifd^en Zentrum einen ^anpttxd^ befc^reiten. 
®e^drt nun ju bem Äegelfc^nitte K, in Sejie^ung auf welken ber 
^ol P beflimmt worben ifc bie reciprofe 6ur»e K' unb wirb in 
©ejiel^ung auf fte m ^ol P' beflimmt, welc^r ben an^ P befc^rie^ 
tenen 4)auptfrei^ jur «polaren l^at, fo fdöt ber W ^' iebeömal 
mit bem ^nnttt V {ufammmem 

S. 112, 

Q^ gehört in bi'efen Sltfd^nitf andfybie ©i^cuffion ber©Iei(^3.: 

(y_b)2+2(y-b)(x-b)<josv + (x — a)2=-r* 
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in wdc^ (x, y) einen ^unft M btt (Sunt, (a, b) e&ien um^et« 
dnberlt^ ^nft R, nnb r eine (Sonftante bejetc^net; ▼ fe9 bev 
^xenwtnfel, 3n ber Planimetrie Qt^irt biefe ©(eid^ung befanntlid^ 
einem ^reife^ beffen ^ab'm6 =» r unb beffen iDKttelpunft ber ^mtt 
R obet (a, b) ijt« 2Bit nennen bie biefet ©leid^ung in ber @p|ydrif 
iugej^önge (Bx\v>t tUn befimegen einen centtifd^en ^tei^, mi 
jtt)at für ben Slnfangöpunft V ; benn bie ©lei^ung m mtn wixU 
liefen Ätei^, bejogen auf jtoei itd^ unter bem SBinfel v fc^neibenbe 
5Kten, ijl in ber ©pl^drif i?on anberer SBefd^affenl^eit, . 

©a bie teiben goorbinaten-Slren eine unbejlimmte SRic^tuna 
l^al^en, fo nel^men tüit eine Soorbinaten-SSermanblung vor^ tt)obei 
»ir außer bem Slnfangöpunfte V aud^ bit JRic^tung ber jtt>eiten 
^xe unoerdnbert beibel^alten, unb nur bie diic^tung ber erflen ^xe 
um einen 2BinfeI n Derdnbern. 

SBirb ber ^unft M in $8eiief^ung auf ba^ neue Soorbinaten^ 
@9(lem mit (x', yO unb eben fo ber ?Punft R mit (a', b') bejeid^« 
mt, fo ifl ber neue Soorbinaten-SBinf el s« v--flP=v'^ unb bal^er md^ §• 18 : 

x' sin v' ä' sin v' 

x=; — ■ I a« — r— — , 

sin V sin v 

y' sin v-frx' sin (v — v') - b' sin ▼ + a' sin (v — v*) 

y = ■ ■ : . ■ ' ' ■ ■ f b =s '■ ' « . » 

sm V 6ia V 

SBerben biefe SBertl^e in ber oorgelegten ©leid^ung fubflituirti 
fo erl^dlt man nac^ gel^öriger dtebuction bie neue ®{eid^ung : 

(/— b')^+2(/ — bO (x'—bT) cos V+(x'— aO^=r* 

toeld^e; tt)ie man fieH bi^ ^efd^afenl^it ber vorigen l^at, mb in^ 
befottbere biefelfte Sonflante r, »ie oorl^in, entl^dtt 

2Bad akr |ier oon ber erjlen ?lxe bewiefen ift gilt offenbar 
auc^ oon ber i^eiten» ^SJtan Mttt alfo offenbar bie 9tic^tungen 
beiber $(xen jugleid^ um u>iffförlid^e SBintel oerlegen f6nnen, unb 
ed nnlre, »enn nur ber ^Infangdpunft V beibel^a(ten toirb, biefelbe 
®(eid^ung l^eroorgegangen. 

S« 113. 

2)ur4> Sntn^idFelung gel^t bie neue ©leid^itng, tnbem n^if bit 
?rccente oon x' unb f n)eglaflen, über in : 

y' + 2co» y'.xy + x* — 2(b' + a' cos v'j.y-^aCa'+b' cos v').x 

+ a-2 4-2a'b' cos v'+b'*— r^=o, 

9Ie^men n)tr nun ben ^inM « im % ii2 fo an, baß bie 
erfte S(xe oon ber (Sum itt ^mi ^mtttn N unb F gefc^nitten 
wirb, mb fe^n teix : 

tng VN=:n, tdg VN'*n; 

fo erhalten »ir, tnbem »ir in ber Oleicbung an bk (Sunt fe^en y«o, 

9 
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bteöleid^img: k*— 2(a'+b' cos v).x-f a''+2a'b'co8 v'+b'2^r2==o, 

iiun SBirrjeln bte ©roßau n tmb n' (Inb, Dal^er l)at man bentt: 

n ^V n' = 2(a' + b' cos v') 
nnb n . n' = a' * + 2 a'b' cos v'+b' ^^t\ 

S)ie fe^te eiletc^ung formen t»tr nod^ um, inbem wir ben feflen 
5punft. R ttrit bem Slnfangipunfte V burd^ eine ßinie VR vct^ 
iitibcn nt^ 

tng VR=:e 

fe^n ; benn nac^ §* 4 ifl ofj^tAar : 

sl'^ + 2 a'b' cos v'+ b'2= ^^ 

nnb olfo etenfaH* eine conflante ®r5ße; bal^er ijl benn ba^ ^jj^obuft 

rf»enfattd t>on conflanter ®r6ße, welchen 2Bert^ aud^ ber SBtnfcI « 
I;a6en mag, unter »eld^m bie @^fante (ober (^el^ne) VJVN burc^ 
bie (Surt>e gelegt »irb. 

SBenn ba^er, n^ in Fig, 36, ber ^punft V (td^ außerl^alf» be^ 
Äegelfc^ittö PCQD tejtnbet unb i>on if;m auö unter mütüxlid)m 
JRic^tungen bk beiben ©efanten VMBTunb VNN' gejogen »erben, 
fo ifl immer: 

tng VM.tng VM' = tng VN. tng VF: 

©rel^n ftd^ bit ©efttnten nm V fo lange, U^ <ie bie Sangentet^ 
VQ unb VP abgeben, fo ifl ekn fo: tng VQ2=tng VP^, xivb 
olfo auc^: 

VQ=VP; 
b. 1^-, ber ^nft V ^at eine fold^e ßage, ba^ bie Uibtn Don iJ^m 
am an bie (Surpe gelegten Tangenten VP unb VQ gleid^ groß ftnb* 
?HJirb alfo bk SBeru^ngefe^ne PQ gejogen, fo ijl PVQ ein gleid^? 
fil^feKgeö Sreiecf. 

§♦ 114. 

£)a ber ^punft V ber Sfnfangöpunft ijl, fo ijl nad^ §• 55 bit 
®leic^ung an bie ilf)m jugel^örige ^polare: 

(b'+a' cos v'),y+(a-fb' cos v') x=b'24-2a'b' cos v'-fa'^— r^, 

ober auc^: Ax + By = ^^ — r* wenn wir jur SSereinfac^ung fe^en: 

A=sa^4>b' cos v' mb B=b'-J-a' cos \\ 

gdffen wir aber oom 2lnfangö4>unfte V ein ßotl^ auf fte, fo 
ifl bie (äleic^ung. an biefed ^erpenbifel nac^ $; 9 : 

B — A cos V 
^"^ A— B cos v'' *^ 

tinb wenn l^ierin für A unb B bie SBertl^e fitWtuirt werben, fo 
rebujirt fid^ bie €)leicl^ung auf : 
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V 

a 

h. ^^ »enn man btn önfang^punft V mit bem gegektten feflen 
jpunfte R butd^ eine ßinie VRsa^ t^erfcinbee, fo fle^t biefe fenfc 
tec^t auf bet Setu^tung^fel^ne PQ, welche alfo bapon l^attirt 
»irb (in S). 

2)ie ©(etd^ung an einen butd^ R feKfl gel^enben J^auptftei^i 
welcher etenfaCö auf VCSRD fenhec^t fleH ift nad^ §• i2 : 

(b'+a'cos v'),y +(a'+b'co8 y')x=*b'cb'-j-a' cos v) +a'(a'+b' cos v) 
übet (b'+a' cos V).y+(a'+b' cos \').x=b'2+2a'b'cos v'+a'*, 

S- 115. 

Um ben W^ttb VS ber SÄitte S bet ^ttü^mttd^^t^m PQ 
vom ?(nfang^punhe V ju jtnben, kbenft man, baß VCSD ^au 
monifc^ Qttifüit unb alfo 2* cot VS=cotyCH-cotVD i% 

S)ie^m gemdfi l^ommt ed alfo auf bit (Ermittelung ber S(ud< 
btücfe für VC unb VD an* ©eben tcit aber bem 2Binfel « im 
§• il2 bie ®t6ge, ia^ bu etjle SIre butc^ R Qtl^t, fo i(l: tng VC=n 
unb tng VD = n\ 2)a aber b'=o feijn fott, unb bann tng VR=a* 
ift fo l^aben wir: 

n + n' = 2a'a=2^ 
unb n,n'=aa'2 — r*=^*— rl 
n4- n' 

2)er erflen ©leic^ung — — =^ g gemdfc tfl CD pom «Puhfte H 
centrifc^ aue V ^alMrt S(ud ben Reiben ©leic^ungen finbet man aber: 

n' — n=32r, 

unb alfo: n'=^4.r=tng VD, 

n = ^ — rsstng VC. 

!J)al^er ift benn: 2 cot VS= ~ — h--^» ,^^; , unb alfo; 

^+r ^— r ^*— r* * 

tngVS^i L» 

aber: tng VR « ^; 

alfo ifl: tngVR — tngVS«=- 

9 



unb l+tng VS tng VR«i+^2— r*^ 

mitl^in : tng SR = 



r« 



g a + Q^-r*) 

©inb ferner VX unb VY bie urfprungKd^en 6oorbinaten:»SIjfefl, 
in »ejiel^ung auf »elc^e ber ^unft R bur^ (a, b) im $• 112 
beflimmt toar, fo ftnben toir leii^t: 



tng a=tng XYRs 
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b sin V 



a + b cos V 



irnb tng v'= tng YVR=r h ' 

o + a cos V 

»eil htt mnhl XVY=v »or. 

S. 116. 

SBknn »ir bie ßtnie VCSRD (n Fig- 57 iut etilen ^xt, mb 
jut jwetteti eine batauf fenfred^te ßinte VY trt^en, fo ifl nad^ 
§. iiö VY iiigleid^ ble ßentralefur bte centrif«^ ^j^attming wti 
CD, toenn ber fefte ^untt R bie centvifc^ üRttte i^on CD fe^n folT* 

£)te GHeid^ung an bie ^nt fnt biefed (Soprbtnaten:s@9flem 
t{t nun: 

ttotatt« man <!eH ^^f VD ein ^auptburd^effer ber ©irre ber 
9ttdS^tuns nac^ t(l unb bafi alfo ber innere SOtittüpuntt ber Surpe 
in CD entMten t(l. 

SBirb fein ^ftflanb von V mit m Ibejeic^nef^ fo ift : 

ff * ^ tng VC + tng VD 2q 

«Ifo: tng 2m== ^-^-^—-—^^--^ . 

mb ber l^terburc^ k(Kmmte ^unft £ ift ber gefachte ÜRittelpunft. 
SBenn man in ber porjlel^enben ©teic^ung flatt y fd^rei^t 

— ^ unb (latt X fe^t tng x, fo (inb x unb z bie 3l6fciffe uub 

fenfred^te ^[pplicate eine^ fünfte« ber (^urpe^ unb bie ©leic^ung 
ift bann: 

tng z^-l-cps X* (tng X*— 2^ tng x + p^ = r* cos x* 
ober: tng z^ + sin X*— 2^ «in x cos x+ {q^ — r^ cos x*=:o. 

@e^t man hierin tng x= ^ unb alfo cos x«« ^ , fo er* 
l^dlt man bie ber Slftfciffe YR juge^örige 9lppU(ate z, nimlid^ : 

unb Olfo; tng RMsstngRM':^ 



®irb alfo auf ber erften SHfxe VX=90° atgefd^nitten, fo ift 
uad^ %. 104 XDRG |^armotttf<^ getl^eilt, unb xotm XM gejogen 
t9irb, toooon bie jweite 9lre tu ^ gefd^nittea toerben mag, fo ift: 

tng y^= r, 

unb l^iermit alfo bie Gonftante r ber Qilctd^ coitftruirt toorbeir* 
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X>k Qilü^ms m eine SBentl^irung^Iinte ^er (SntH ift: 

T>a nun btt ^ntt M ber S^atu Ibeftimmt tjt bmd^ (f, r)^ fo ^t, 
man aU ©letd^ung ber SBerü^rungöKnte für il^Q bie einfach folgenbe: 

K 1^^ e« ilt XMfi fel6(l eine Sdevüimtfig^Itnte bet dunt. £)al^et 
tjl benn MM' bte aSeru^vung^fe^ne für ben ^ntt X, fo n^ie PQ 
eine iBerni^vung^fe^ne füt ben ^ntt V ifl* 

%H ©letc^ung an ba6 @9ilem bet Mben Slangenten YQ nnb 
VP ^nbet man: 

r 

SBirb bie (Satbinale r>on bet Slangente YQ in q gefd^nittetv fo 
l^t man: 

$♦ 117. 

Sfber bie bemetfen^wett^efle (Sigenfc^aft ber ßnrre 1(1 bie, 
bafi iebe burd^ btn ^nnft Rge|^enbe@el^ne> ton Hefem 
fünfte centtifc^ an^ Y l^altirt u>i¥b, nnb a(fo tin 
centrifc^et Dntc^meffet ifl» 

S)ie ^leicl^nng an ieben bm^ R geM^t^ ^anp^tü M 
ndmlid^ bie Sotm: 

in welcher bie ^öffe k burd^ bie 9tic^tung eine^ folc^en J^aupt^^ 
(reifet befhmmt wirb. @6 fe^ LU eine folc^ @e(me unb ber 
.Cttbpunft: 

L = (x,y), L'=(x; />. 

Da nun ber «punft R^(?, o) ift fo muß alfo 

— ^— = o unb -^ j" -^ =:o 
2 ^ 2 

fep ; unb in ber Sl^at finbet man, tnbem bie ®Jet(d^Äg y =k (x— p) 
mit ber®tei(^ung j^+ix—g)^=r^ anbitdnmr>etinnbm mxb: 

^'"^ V(i+k^)' y "^Al+k^/ 
r , — kr 

X + x' y 4- y' 

unb olfo : --—— = g unb ■^-— - == o, »elc^e SÄid^ung auc^ itiimer 

2 2 

bie Seltne IX' |aNn^ mag. 



>" 



1 
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t>affdbc 9tefn(tat ftnbet man auf dtte fafl ekn fo einfach 
SBeife aM ber aUgetnetnflen ©tetd^ung 

(jr--l>)^4.2(y — b)(x— a) cos T + (t-.a)*s=r* 

M ben cditvi^en ^reid« 

2Bem 4et baö Sentrum Y btt Z^tümi mb ein centrifd^ 
Sttvc^meffe? iL' fltac^ finb, fc ifl bte Sonfhuctton be^ cmttbt 
fc^en Xret{<^ iebtömal vftDig be(Knimt* 

@D n)ie L(i' ein centrifc^ Z)ttr(^mef|et ifl, {tnb aud^ CD nnb 
BIM' centvifc^e S)utd^mefejt ; aUx MM' t(l bet einzige, tveld^ 90m 
centrifc^en iDtittelptitrfte R ai\otnt l^alHrt mirb ; aUt ührigen 2^uy(|m! 
meffet {inb mx ceotrtfd^ au^ V l^alMtt. 

§. 118* 

3jl Lä(«, />) ttttb L'=:c«, Afo ift wenn bie centrtfd^ fflKtte 
K %i(^net wirb mit (t, n) : 

2 2 

unb alfo bte ©leid^ung m ben centrifd^en ^nv6: 



K^0]"-[-C4-0] ['-(=?)] 



COS V 



4 -(:■¥)]'"■ 



r« 



unb um r jtt iftefNmmen, M man nut y»/9 unb xss« }u fe^en, 
ttoburc^ man ftnbet: 

pbet aud^: 4r*«:(/J— /r)»+2(/J~/r) («— ce') cos v + (a— a')^. 
S){e ®Ietc^ung atj ben butd^ hk (Snbpmtte be6 tentrifc^en 
Dutd^meffetd LL' bejKmmten centrifc^en Äreiö tfl alfo : 

y2 + 2xy cos V 4- x2 — [/? 4- /J' + (« + «') cos v] y 

— [« + « + (/J+ZÖ cosv] • x + /J/r + (a/r 4 /»«') cos V +aa'=:o, 

ober anbete georbnet: 

y^+2xy cos v+x*— </J+/J'j (y+x cos v)— (:«+«) (x+ycos v) 

H- A^ + («/? + ßu) cos V + o«'« o, 

SBenn ber Slxenwtnfel t ein rechter ift fo jfel;t jic^ bie ®Iei(^ung 
difo iufammen <tuf : 

SBenn ator bie fünfte L unb L' nic^t bk @nbpunfte eine^ 
centrifc^en Durc^mefiere f!nb, fo muß außer bem ßentrum V ber 
centrtfd^en Jg>aI6irttng noc^ tin britter ^nntt L" 00m Umfange bed 
cehtrtfit^n Äreffee gegeben fe^n, mm bk brei eonjlanten a, b, r 
in ber allgemeinen Oletc^ung an i^n, unb <Af^ er felbfi^ oftDig 
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^cfKmmt fepn fottett. ©ieOIeiel^ung wirb bann akr jnfatttmengefeßter ; 
ntc^t fo einfach ijl fte auc^ bann, wenn ba^ gegebene ßentntm V^ 
in Sejiefynng anf meld^eö bte t)ntc^meffet concentrifd^ l^albirt 
werben, nu^t jum Slnfang6pnnfte ber Goorbinaten genommen wirb. 

S. 119. 

J)a ber im §. 116 bef^anbelte centrifd^e ^rei^ tin fpl^örifd^er 
Äegelfc^nitt ift, befien eine Slxe für ben inneren SBlittelpmtt CD ijl, fo 
fönnen wir bie ®r*f e biefer 9lre leicht burd^ q unb r au^brucfen. 

«ejeic^nen wir f!e mit 2B, fo ijl tng 2B«. |°^^^^^^^^^"| yg > 

£)a ater nad^ §. 115 tng VD=xp + r unb tng vc=p— r iflt, 
fo l^aben wir: 

2r 

tng 2B = =- — -• 

' ^ 1+9*— r* 

S?a ferner PQ mib MM' bk ben ?Punften V unb X juge^ftrigen 
aSerü^ruRg^fe^nen <tnb unb E ber innere Mittelpunkt ifl, fo Imt man t 

tng B2==tng ES.tng EV unb tng B^tng ER, tng EX, 

unb weil VX=90* ift fo erl^Ät man burc^bie SWultiplication ber 
htibtn ©leid^ungen: 

tng B 4« tng £S;tng ER. 

J)re Elimination »on B gilbt enbltc^ nod& : 

,rT.« „^, tne ER 

tng ES 

SCBenn man femer in ber ®lei(^ung tng z« + sin x*— 2q «in x cos x^ 
+ (e*— *'*) cö« x*=o ben ?lnfang6punft in ben SÄittelpunft E 
»erlegt, inbem man feßt x + m für x, fo erl^dlt bie ®lei(^ung 
bie gorm: ^ 

tng «^ + P sin X24-2Q sin x cos x— R cos x^=»o^ 

unb man jtnbet: 

P=cos m^-j-S^ sin m cos m+(p^ — r*3 sin m*/ 
Q == sin m cos m — q cos m^ 4" P *i^^ m^— (9 * — r^) sin m cos m = o, 
— R=sin m^ — 2g sin m cos m 4- (9* — r*) cos m^. 

gur ben 3«fönimenl>ang unter biefen brei ßoeffictenten jtnbet man : 
P_R=i + ^2_r2 jj„5 Qa4.pR=;r», ober einfacher P.R=r2, 
weil Q=o i(l, £)je ©leic^ung rebujirt fic^ alfo aud^ auf: 

tng z^=R cos X* — P sin x*. 

5EBeil ater z = o für x =: B fe^n, foH, fo ^at man offenbar : 
tng B«=p; unb foH eben fo x = o fe^n für x = A, fo l^at man 

ttod^: tng A'^=R. 

^M biefen beiben ©leid^ungen ftnbet man mn , wie oben : 



^ 



tng 2B= -——5 i; akr man finbet auc^ ncd^: 



4+r— r 



tog A^_ 



tog B 

imb ba bet cenlrifc^e Stabtud nac^ §, die bie &inie Tft tfV fo tft 
nod^ §♦ 71 Vi» aiy|,bet bet ?rre CD juge^arige ^atameter, 

£)a bie ©tftjS^A unb B (bte kiben Jg)attötett) JJimctCcneH 
9on ^ itnb, unb alfo von bet Sage be^ Sentrumd V bet SEl^etfott^ 
abl^älttgen, fo iebatf e^ um fo me^t ber Untetfud^ung, u^el^ i^oti 
bm Reiben ^foen bie grofe unb u^eld^e bit Heine fe^. @&U e6 nun 
in CD^ woju bet ^tametet arc (tng=r) gehört/ einen Stenn^ 
punft^ befen 9lbilanb wn V n)it mit £ ^eid^nen tt^oOen^ fo m&|ite 
eine in il^m ettid^tete Sipplicate z bem e(en genonnten ^atametet gki(|t 
fei)n. ©e^en »it abet in bet ®leic^ung tng z^-f sin x *— 2^ sin x cos x 
+ (9 "— r ^) cos x2= o, tng zBs r unb x == «, fo oetwanbelt fle fld^ in : 

(r«sin «)*-f-(^ cos s — sin e)*« o, 

loeld^ ofenBat nic^t (efte^n tarn. S)al^et ifl bettn immet CD 
bte (leine SIxe be^ «Kegelfd^nitt^, webl^e fiage aud^ immet ba6 
Senttum V btt centtifd^en Jg^alHtung in il^t [;a(en mag. 

2kßt bet $unft V im ©c^eitel C,fo ifl: tngVG=^— r=o, 
unb olfo: ^=r. txifyet ^t man bemv: tog 2B= 2r^ unb alfo: 

tng B tng A 



l>UK Mß ^^9^ ^^ 



1— tng B* tng B 

J^ietau^ atet jiel^t man: sin A=tng B, unb bet Äegelfd^nitt 
^t bann alfo bit ^efc^f enl^eit be^ im §» 87 ibel^anbeltem 

' 2Benn ba^ ßenttum V bet ^alWtung j»ifc^n C unb D an^ 
genommen »itb, fo ftnbet fajl mit barin eine ?lMnbetung ^tatt^ 
ba^ nun bie bem fünfte V juge^otige ^olate PQ feine a5es 
tul^tung^fel^ne mel^^ i^, fonbetn ftc^ an$et^ali be^ «Kegelfc^nitt^ 
bejinbet 

Sebet Äegelfc^nitt fonn alfo afö ein centtifc^et Äreiö bargen 
fleHt »etben, »enn bod ßenttum V btx ^al&irung in btt tUimn 
?lte fut ben inneteh 9Äittelpimft bee Äegelfc^nittd angenommea 
pitb. 28itb bann biefe ?lte oon einem fünfte R centtifc^ axi^ V 
l^attitt, fo iflt R bet centtifc^ 3IÄittelpuRft be^ ate centtifc^en Äteife^ 
bargejleUten Äegelfcj^nitt«. 

§. 120. 

Sef tackten »it nun Fig. 35 baö ooKfldnbige Sietedf ABCDEF, 
unb nel^men toit baffelBe Sootbinaten^^^^ltem, mie auc^ biefelte* 
aSejeid^nung, aU im §. ilO; wo bie btei diagonalen cenlrifc^ m^ 
bem jum ^nfang^punfte bet Sootbinaten genommenen nKttfötlic^n 
obet ouc^ gegebenett ßenttum V |»al^itt n^utbem 38it tinnm it$t 
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imd^ $* ii8 titfe teei X)to$otiAlen aU 3)unl^>fr<t i^on omhrtfit^ 
Reifen fcorfleKen, tmb il^re concentrtfd^eti ^tteo (itA kann bU 
lenttifc^en ^Rittelpnntte btefet bvei ^tfe. @te Itegm mid^ §* ii« 
in einem unb bemfelf»en ^oaxpttmft, befen QHeiGb^^ tfl : 

2(«— y)a— 2(d— k)y«^— ya+«b— ttJ+A— rd» 

Da bft ^It A«(t, «) unb »«(dr ^) i(t. fr t|t Sie ©fefefwnd 
an ben centvifi^n ittetd, bef}en S)ut(^niejret bir S)iagoin)(e AP ifl, 
nod^ §» ÜB: 

y^ + 2xy cos v+x*— (a+0(y+x co$ ▼)— (a+iXr^-y cosv) 

SStt beuten biefe ^letd^nng mit P«(» an. 3)af^iiiet ^(b,«) 
itnb C»(a, ^), fo t^ bie ©letd^ong an einen jMiteii Six^, bti^zn 
centrifc^et f)utc^e(Ter bk S>iügmaU BC ^ : 

y*+2xy cos v+x*— (a+y)(y + x cosv) — (a+B'')(x4"y cos y^+ay 

+ (b;' + a«) CO* ▼ + ab= o. 

S^iefe ©leid^und ma^ bttrd^ Qs^o ongebentet weibem @e^en wir 
enblic^ ben qhtnft E»(t, u) mib Fs(t', u^, fo iftbtt QMcti^und 
an einen britten Jbrei^, beffen centrifc^r Suixl^me^ bie btiitt 
3>iagonaIe £F bet SSieüedF^ i#: 

y^+2xy COS v-f-x^— (a+u')(y+x cos ▼) — (t4-i')(x+y cos v) 

+ttii'+(iiir+tur) cos v+u'=o. 

Diefe ©leic^unsmag mit R^^^oangebentet mürben* SBerbenl^terau^ 
bie ®Ieid^ungen P— Q=o^ Q— R=äo, P— R=so j^ergetettet, fo 
gel^dren jle btn gemeinfc^ftHc^en Seltnen ber paarweifc genommen 
nen Äretfe an, unb bk ©leici^ung P — Q = o ifl namentlich : 

(ß — y) (y + X cos ▼) + (<! — b) (x + y cos ▼) 4- a;^ ^ — ad 

-hjjh H- «a — «J« — «d] CO» v 4- a>b — ad # o. 

SBitb al>et eten fo bie ©leid^ung Q — R = o gettfbef, nnb 

ifl bie ©teid^ung nad^ einiget SÄebuction tl^eiltat bntd^ 5a— «a— /d 
+ ad— Jb+/b, unb nac^ [Sltwerfiittg biefe^ äffen ©Kebetn ge^ 
meinfci&aftlid;en gactotd fdfft bie ©letd^ung mit ber oortgen P— Q=o 
vöHig jufammen. Sine «nmitteltare Dolgit l^ierpon aber ifl e^ fc^on, 
baf bit &UiiS)ms P— R=o an bie brüte ©urd^fd^ntttöfel^ne eten^ 
fam mit ber ©leicbung P— Q=o biefelte ijl. 

X>a^tt f)aien benn bie brei Äreife eine gemein* 
(d^aftUd^e @el^ne, utib e« gibt alfo jwei ^.u.n(te in 
ber Sttc^tung biefer @e|^ne,. in: baren jebem bie bn:ek 
^terfe^ hi^ kHt h^n brei S>iagon;a.Un eiit^JOieredi^i 
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flU ciMicentrff(^en Sutx^meffetn ttft!^rUUn toetken, 

ftc^. itbt^mal fc^netben, uoeli^e fia^e attc^ immer ba6 

^emeinfc^aftltd^e Sentvum bex ^aibxrnns ^abtn mag« 

9Ran »«^fit fc^ItefUcI^ nod^ leicht, baff bte tieJ^^nbelte ge^ 

meinfd^ftlul^e &e^m mtf btmjenfgen j^dui^tCretfe fenhtd^t fle^t, 

IPeb^ butc^ bie cotieentttfc^ ^Ritten bet btet 2)iagona(en ge^t 

Bufa^ SBenn btret Steife nid^t ^itabe übet ben bret S>tagD:! 

naUn etned Steredfö, fonbern u6er bret mUtnrlU!^ anberen 

concentrifd^ l^altfrten S)tm^mefern 6^ftd^rie^n »erben, fo |inb 

P-^Q«o, Q— R=5 unb P— R=o ttteberbte ®IeU 

t ii^ungen an btie bret (reelle ober tbealen) 2)ttr(^fcl^mtt^fel^neR 

ber bret paarweife genommenen ^reife^ unb. ba bte brttte 

®letd(^ung gefunben tDtrb^ wenn man bte (etben erflen abbtrt, 

fo fd^netben jtd^ btefe bret J^auptfoeife^ mte in ber ^lanU 

metrte bte bret ^urc^fcl^nittöfel^rien, iebe^mal in einem fünfte 

(<^(ge(eM ^f^ti ^imm ^genpuntte.) 

; 9(nmerfung« S)er planimetrifd^ @a^ bofl {id^ bie bret J^reife 

jwetmal in. .C?inem fünfte fd^netben, »elc^e u6er ben 

bret Diagonalen eine^ ebenen 93ieredte, al6 2)urc^meffern, 

kjic^rieifen toerben, i^ fc^^on fel^ bemerfeft^mertl^ nnb mir 

9on bem $errn iBobenmiller f)ierfeI6ft ber t^n ge^nben 

J ^ f^at, mänblid^ mitgeteilt Sorben« (Sp finbet {td^ in ben mir 

ietonnten, oom Greife l^anbelnben, Herten nic^t. 

2)er ^grif ber centrifc^n 2^l^eihtng unb inö^efonbere ^U 
Hrung finbet noc^ eine au^ebel^ntere ^moenbung bei ben ^egeU 
fd^nitten. 3Benn 

We ®fei(^itng an einen fp^örtfc^en: Äegeifcbnitt unb V ber ?lnfangds 
punft ber Soorbinaten ifl, fo tann 

y«=(y~u) + u'unb x=(x— t) + t 
in ietter ®leid^ung fubflituirt t^erben, n^oburd^ {!e ü()erge^t in : 

A (y — u)2+2B(y — u) (x — t) + C(x — t)2+ 2 D'(y — "> 

+ 2E'(x — t) + G'=o, 

wenn wir jur ?l6fürjimg fe^en: 

D'=D + Bt + Au^ 
>jin^ G' = Au*+ 2Btu -h 2Du + 2Et + G. 

5Birb nun ber ^unft (t, u), »eitler a genannt werben mag, 
fo befHmmt, b<k^ D'=o unb £'^^=0 i\t, fo jie^t man aM ben 
@(ei(^ungen D + B 1 4- Au :=:» o ttnb E + Bu 4* Ct = o bie Suöbrütfe : 
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AE— BD ^ CD-BE 

Uli* fceu .95unft R ifl bann itt ^ol ' einet ^pofaren, wei;$e jitgletdl 
We (Satbtnale be^ goorbinatensSpilemö i(f* 28erben biefe ?luöbtucf e 
in bem fut G' fubflituirt, fp ftnbet man jundd^ft: 

G'=Da4-Et + G, 
.mh h^«« m.,>.v ^. AE^--2BDE + CD-+G(B^--AC) 

Uttb Dann weitet: ^ =■ p^ — rj^ : • , 

B*— AG ' ; . :' : 

S>te ©letd^ung an ben ^egelfd^nttt obet iiel^ (Id^ ^t^htod^ jtfis 
fammen auf: 

A(y — u)2+2B(y-u) (x— t) + C(x^t)2+G' = o- 

Segen »tt nun butcb ben ^un& B. obet (t, i>) fine mlUü^/ü^ 
©el^ne LL' unb fe^en toit ben (Snbpunft L berfelfcen = (a, b) , 
htn enb|>untt V eben fo « (&', b'), fo ift bie ^foic^ng on eine 
friede @e^ne: . . . ; 

stnb U)ttb fte mit bet QKet^nirs an bie Suti^e «et^unben, fo etl^dlt man : 

1/ — Gf , ,1/ -T-G' 



a 



a 



Ak2 + 2Bk + C *•" "^ •'^ ÄX^häBTS^', 

^terau« oBw folgt auf ber ©tette: • 

a + a' . h + V , . 

tcs — tttlP U«x ■— / 

weiden 2Bett& aud^ k, b. 1^^ »elc^e Slicbtung aüd^ bie (Seltne LL' 
l^aben mag^ unb btefen ^^otmeln gemdfi t{|l bet.^untjtt^ u)obetA 
bie au* V befHmmte centtifc^e OTifte attet burdjjf R gel^nben ®el^^ 
nen, 2)iefe (tnb eten befin^egen eenttifd^e.Sutc^mefCet, uub R 
tfl btt centtifc^e Mittelpunkt b^ ^efielfd^nitt« füt ba^ (S«ft« 
ttum V bet ig)albirun8, , . 

S)iefet centtifc^e SWittelpunft R albet föHt im STffgemeinen mit 
einem btx brei abfcluten ^ttelp»nfte bt» ^fi^I^tt^ nidjt jik» 
fammen, unb ^nbixt wegen feinet ^Tbl^dnaigfeit »om fünfte V mit 
ibm juflleic^ feine ßage, wie ed aud^ bei bem üotl;in betra4)teteu 
^enttifc^en Steife bet gatt xi^<xx. SI6et bet Untetfc^ieb' ftnbet ^i(xii, 
baß b^ ^unft R nun nid^f, ipie beim centtifd^en Äteife, jebeömal 
in bet Reinen ?rte be* Äegdfd^nitt^ lieb beftnbet. 

Sufa^, ^(xn ubetfiebt balb, baf, wenn bet ^unft V in \in 
gtüfien ^te anaenommen witb, ottb bad'SüotbinatemS^^em 
tecbtwinMig i^, aucb bvt ©leicbung an \Ai ^yxxu eine ein:: 
fatbete ©eflatt etl^dlt, ndmikb : 

iny*-|-n(x — ^)*s=n . r*. 



1 
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§• 122, 

SBit tefc^Heßen biefen atfd^nttt mit bet Unterfud^ung fcet 
OtWcutoe für bte. centrtfc^en SÄittelpunfte R attet fpl^drift^eti Äe^ 
gelfd^ttitt^ t»et(^e ^ butd^ »tet gegebene ^infte gefd^rieten werben 
Knnem 2)abei nel^men wir, baffette ßoorbinaten * ©pjlem unb 
biefelbe Sejeic^nung, »ie im §♦ 62 unb §. 63, m tewiefen »urbe, 
bai bit Ott^aim ber wa^nn SRittetpimfte biefer Äegelfc^nitte eine 
Sinie bev btttten Otbnimg ft^ Die @(ei(^ung an einen burc^ bie t^ier 
^nfte M, m; ir, tc in Fig. io M<^rie&enen ^egelfd^ttt ifl bann : 

Ay^^. 2Bxy + 0x^4- 2Dy + 2Ex 4- G= o, 
Mtin A«aa% C«bb\ D=~aa'(^±^), E— bb'pt^\ 

ir^aV^bb', tmb bet C&>e^ctent B aBein imbefttmmt ift. S)a nnt 
bev centrifc^ au^ Y ju befHmmenbe 9)littelpun(t R über it, u) ge» 
funben tt)trb au^ ben ®leic|wngetf 

fo . ivirb man aix^ tiefen B eliminiren, n^oburc^ man aU (Skid^mi 
an We Ort^ri^e bti fünftes K ftnbet : 

Au»— Ct^+Du— Et= Q, 

0ber and): aa\u»— bbM^-aa'^—^) u + bb' (^'''^ t=o. 

S)iefe Q^leid^ung ge||ört tmeber einem £egelf(^nitte an unb Idgt (tc^ 
au(^ unter folgenbe i^orm bringen: 

®an) eben fö, tirie in ber ^lanfcnettie, ftnbet man nun, ba^ bie 
6ttroe burd^ bie fotgenben neun ^untte gel^t: 

!• burc^ ben Slnfangepunft V (t=o, uc=o), 

2* burd^ bie eentrift^e 3»itte ^tn N^'ft^o, u = -^^V 

3. burd^, bie centrifd^e 3»itte r>t>n MM'U« --^* u = oj, 

4- bur(^ bie centrif(^i SSSiitU nn MN^t = j, *^* j)' 

6. fatt^ bie centrif<^ea»tewnM*K'ft«l, ^=' jj' 

' / a b'\ 

6. burd^ bk centrifd^e 5Witte ber ©tagonaleMIf'f t == « ' ^ ** 2 7' 
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7. burd> bie centrifd&e iKitte &et3)iaflüttaleNM'rt == "J # « = 2)' 
a biirc^ ben ©urc^fc^nittöpunft U bet teiben S)iaaonalen NM'unb N'M 

9. burc^ ben iCutd^fc^nitWpunft W bei? tetben anbeten ©eäenfeiten 
MN m\i M'N' beö aSierecf^ ndmlic^; 

_ aa^b^— b) ^ by(a— aQ 

*"" ab'— a^ ^ ""^ ab'— a'b 

SBerben bie centrifd^en SRttten « nnb /^ bet (eiben Oesenfctfen 
MM'unbNN' butd^ eineßüiie «/J »ertunben, fo 1(1:0=^0, — - — j unb 

p = ^2-ili^ o j ; \i^tx i(l bie centrifc^e SWitte »on «/? be jKmmt burc^ : 

a + a' b + b' 

^Serben bie centtifc^en WXi^ »on MN nnb M'N' burd^ m 

t^ettunben, fo ifl: r= fj ' 2 J ^^^ ^"^ C^ ' 2 J • ^"^"^ *^ ^^^ ^^' 
trifc^e Witte ^on ^iy befltmmt burc^: 

^ a + a' . b + b' 

t=s -— — unb u= — - — • 

SBetben bie centrifd^n Witten bet betben £)iagonalen butc^ 
«« Detbunben, fo ijl: ^=(^f -) iTnb «=r^' «)• ^^^ ^^ ^^^ ^^^ 
tvifc^ Wut oon Je bejlimtnt burd^: 

^ a + a' , b + b' 

t= —7 — unb u= — - — • 
4 4 

t>^^tx fd^neiben fic^ V\t btei ßinien o/?, yi? unb J« in 
einem fünfte S, wooon biefe btei Sinien felbft cen^ 
ttifc^ ^w^ V l^albitt Xfitx\itr\. 

2Benn man fetnet mt bet ©leid^ung Au^— Ct*+Du— Et=o 
an bie Ott^utoe be6 $unfte6 B. bie ^ten^Sootbinaten beö centti^ 
fc^en Wittelpnnfted entwidFelt, fo flnbet man biefen Wittelpunft 

(a+a' b + b'\ 
— — I ■ . \f nnb e6 i(l alfo \izx fo eben 

gefnnbene 3)utd^fd^nitt6pun(t S jugleid^ bet centtifc^e 
Wittelpuntt bet Ottöcutoe Hi $nn(te6 R. 
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@d toat mx ber £r6$eren (^nfac^^eit toegen ba6 gemeinfc^aft^ 
ß(!^e ßenttum äffet centrifc^en ä^^etlimgen in einem ber £)urc^ 
ft^nltt^punfte bet ©egenfeiten beö a3ietecf6 MM'JV'N feifcjl ange* 
nommen irorben. SBenn tcit <Aet btefem Sentrum eine n)iQf itvlic^e 
anbere Steffe ge^en, ifo erl^dlt bet ^nft A eine anbete Sage; alle 
centtifc^en ^albitung^p.unfte ftnb bann im ungemeinen üetfc^teben 
9on itn i^otigen; a6et tt)ie (tc^ auc^ bie Sage äffet biefet fünfte 
dnbetn m5ge, fo finbzn von gleic^wol^l immet n^iebet ba(fe(^e 
@efe^ be6 3ufammeni^anged* 

^1X6 biefen n>enigen 93eifpie(en, bie »it noc^ anfel^nlic^ t)er$ 
meldten ttnnten, »itb 3ebet bie anfetotbenrtic^e ^d)li>aT^tit be^ 
S3egtife^ im centtifc^en Sl^eilung ^nt Genüge abnehmen, nnb in 
ben ®tnnble^n biefet Z(^ilung bad einfad^fle ^itttl bet onal^ 
tifc^en ©p^tif etfennen, ju affgemeinen planimettifc^n (Sdfeen 
fogleic^ bie analogen fiit bie ©pl^ätif jn ftnben, faffö eine foic^ 
Ueberttagnng möglich ift, ol^ne jn bet ^tojection ber ebenen Son^ 
fhritction anf bie ^ugetfTdc^e gejmungen ju fe^n, n^elc^e bet cotu: 
ftruitenben ©eomettie jufle^t. 
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SBenn ein ©^jlern j»etet Jg>atlptfreife VA uttb VB (Fig. 30) 
!^Dn einem ©^jleme j»eiet atibttin J^awptfretfe WB mb Wb tn 
bcn t?ier «puntten A, B, a, b gefd^nitten t»itb, fo {to^n We Uib^n 
folgenben ^topottionen (Btatt: 

sin WA sin Aa sin Bb 
sin WB"^ sia Ya ' siu Vb ' 
sin Wa _ sin Aa sin Bb 
siu Wb" sia VA* sin VB* 

«H • ir»jf » <«^ • « «T« »i* 510 Vb sin a 

£)a n«mhc^ im S)i:eierfe Vba ijl: g-i^TvT^'sbrb' «uc^ imS)reiecfe 
WBb ifl: 

sin Bb • sin W 
sin WB sin b 

ein A^A Sm vv 

unb im 2)reiecfe WAa iil: ;--^^- ^^^--^ r fo folgt an6 ben 
teiben legten ^Proportionen : 

sin Bb sin Aa sin a 

■■■ II I..* ■ ■ "' ^ r= ■ y 

sin WB * sin WA sin b 
«. ^ 'A »1- «1" Vb sin Bb sin Aa . !^ 

wnb e^ tfl alfo: 7^--^^== ■ ■ ^^w : -r-rr— ., ober ati*; 

sm Va sm WB sm WA * *» / 

sin WA sin Aa sin Bb 
sm WB sin Va sin Vb 

?(uf eben fo einfach SBeife fann bk jweite qjroportion kioiefen 
»erben, »obard^ im ®runte biefelbe metrifc^e ©ejiel^una an^gebrßdft 

»irb^ SBenn umflefe()rt bie «Proportion '4^-4^14^; 'iü5li 

^ '^ sm WB sm Va sin Vb 

iefriebigt fft fo folgt bavan^, böß bk brei ^nttt W, a, b einem 
tinb bemfelkn Jg)aupth'eife angel^ßren. 

?(n« btn öufflefteKten Reiben Proportionen folgt nod^ eine btitt^i 

sin WA ^ sin Wa^ sin VA sin Va 
sin WB • sin Wb"^ shTVB * sin V^) ' 

o 

aSenn bk Beiben ig)anptfreife WB nnb Wb fo gelegt »erben, ba^ 

sm Aa sin Bb 
sm Va sin Vb 
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•/^ i- ^ r . .^ w A* .. *»" WA Sin Aa sin Bb 

ift fo folflt «t^ ber «ptoportiott — _=-jj__: ^.^-^ auf 
ber iBuH ba^ sin WA=sin WB ober alfo 

WA4-WB = i80° 

ift itttb ^ietbiird^ tfl bie ßöge beö ^ntM W tm Jg)auptfreife AB 
fcfKmmt. Sie fo eben erhaltene ^Jormel Wßt jtc^ not^ etnfad^ 
barfleUett, wetm man AB butc^ Un ^intt G i^al^ttt ; weil ndmltt^ 

WA + WB 

bann WC = ^ i% fo ftnbet man: WC=90°- 

2Benn umflefe^tt WC = 90* unb C bie 5Witte pon AB ift fo 
gilt bie einfädle ^vopottion: 

sin Aa sin Bb 
sin Va sin Vb 

5(1 alfo, j.»^ a bie. glitte pon VA, fo i(l auc^b bieSRttte i^onVB. 

£)ie Dotigen @d^e wenben n^ir an bei bev J^erteitung einee 
Zf}tt>nm^, »elc^e^ ate ein gunbamentalfa$ für bie ße^re pon ber' 
Setwanblung unb St^eilung ber fpl^atifc^en ^isunn mirtelfl ber 
gonihuction anjufe^en ifr JJiefeö S^eorem »urbe auf analptifd^em 
SBege üon bem SSerfaffer gefunben, unb id^ tl^eile i^ier einen e(e$ 
mentaren a3en)et^ beffelben mit in ^rmanaelong eine6 noc^ ein« 
fächeren; benn e^ fielet ju münfd^en, ba^ biefer ben Elementen ber 
©eometrie ober @pl^dri( jugel^ori^e @aß in möglic^fter @infac^l^it 
bargefteKt werbe, unb be^l^alb übergebe i<^ and) ^ier bit anal^tifc^e 
{)erleitung beffelben, »oburc^ iö^ i^n fanb* 9t lautet wie folgt : 
,,3!Benn man bie brei Seiten eineö 2)reie(fd ABC in Fig. 39 burc^ 
bie ^nnfti J>, F, G l^albirt, unb burc^ )wei berfelben G unb F ein 
j£>aupt(rei« GFK gefegt wirb, wovon bie btittz @eite be^ S>tdtd^ 
va K gefc^nitten wirb ; barauf ein red^twinteligeö 3)reiecf KQR con« 
(Iruirt wirb, beffen eine &atf)ttt KQ gleich DB ober DA ifl: fo ift 
feine ^<)potenufe RR = FG unb feine anbere Äatl^ete QR bo* 
^albe 9naß für ben gläd^enin^alt beö ©reiecfö' ABC' 

93e)eicl^Het man ben Slabiud ber ^uge( mit ^ , bk SBinfel be^ 
S)reiecfd mit A, B, G unb i^re Oegenfeiten mit a, b, c, ferner hcn 
Sn^alt be6 ©reiedfd mit s • g\ fo ift befanntlid^: s=:A +B + C— ». 
C^ ifl bit £ubolpHf4>e Sa^Ü 

a ^ • /^ 

sin — . sin — sm C 
j 2 2 

ferner i(l: sin - s= unb 

cos - 
2 
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• b a . b 

. cos — cos -* + SIQ - SID - COi C 

^ i 2 2 2 2 

CO« ^ S s ■ 

2 c 

COS — 

2 



tc^tam tio^ folgt: tog i s "" ^ 



2 * a . b , 

cot — cot - 4" cos G 
2 2^ 



©iefe Wngfl tefannten gomeln fttl^ren und fcalt> jum Stele, unb 
«^ ifl je^t nptJ^ig, bie JJdnäe »on GF, »ie aiic^ bie ©toße bed 
SBütfete K trtflonometrifc^ ju tejKmmen. 

J)a cos GF=cos CG. cos CF+siaCG.sin CF.cos C ijl, fo 

^at man imAi^^ : 

cos GF=: cos ^ CO« - 4- »Jn j sin - cos C, unb alfo einfalle?: 

cos FG = cos — • cos - ♦ 

2 2 

gerner ifl im ©reiecfe KBF nod^: 

««♦ ir ^^^ ^^ • "'n ßK. ^ cos BK . cos KBF , 

cot 11 = '■ |\fN^4. . 

sin KBF ' ^^^ • 

cot- . cos - + sin - cos B 

cotK= -r— =; 2 • benn e« ijl DK « 90^ 

sin IS ' 

(nac^ 9trD, 2). 

& c 

(cot — cot — 4-cosBv 
2 2 1 
. ^ J ober 
sm B y 

w • c i 

cot K »s sin - • cot -« s. 

2 2 

AB c 

5£Birb nun alfo KQ= -^= - a!»3efcl^mtten unb b«6 an Q 
ted&tttjinfelige ©rciedf RQK conjhuitt, fo i(l kfanntlid^: tBgQR=: 

tngK.sin-, wnbalfo: tngQR=stng- s ober QR=~s. 
^ 2 2 

Um nun nod^ ju fcemeifen, baß bie ^r)potenufe KR=GP 
ift Ubmh vaan, baf cos KR = cos KQ . cos QR unb alfo 

!/■ T» C S CS 

cos KR=cos -. . COS - ijl; benn ba aud^ cosGF=scos -,cos *• 

ii It ^2 

ijl, fo Mflt auf i»er ©tette: GF=KR. 

10 
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SBirb in bet ©litte D r>t>n AB ein 2ot^ DE mietet auf Aß, 
m\>on ¥G in E gefcf^nitten »irb, fo ifl DE baö ©laß bed ®inW6 
K, tmb <t(fo auc^: 

c t 

cot DEsaisin - . cot «- • 

2 2 

Die fo eten tef)anbeUen ßonflructionen fte^en mit bem fiereHV 
ft^en Äreifc in 93erbinbung , nnb e6 hUiH xic^ uhtis , biefen 
3«fammettl;an3 aufju^etten, ®^ fe^en Dp=:x unb pC = z bie 
?Ibfciffe unb fenfre^te Slpplicate be^ ^unfte^ M; fetner fe^ ber 
SnMt bt6 35reiecfö ApCasv.p^ unb be« ©reiecf^ BpC=w.^^ 
unb alfo: s=v4.w, wenn man, jlatt wie in bet Sigiir, l^ier bcn 
%aü jum ®runbe legt, ba^ boö ßotl^ Cp in ba^ innere be^ 
©reiecfö ABC fdlTt. 

S)ann ifl: tng ~= tng i pA , tng | pC^lngQ-^^. tog i; 
tog ^=*tngi pB.tng |pC«tng^^+y . tng ^* 

unb ba tng- «■■ ifl; fo ^at man: 

1-^tng^.tng^ 
. tng i [tng (5-^)+ tng (1+^)] 



tng - = 



l-tng~.tng^--j.tng(- + -) 



2 sm - 
• 2 

ober: tng- s= ^ ' — — . 

1 cos x + cos- Jcot -X -^f cosi^t—cos— itns - z. 
V 2/ 2 V 2y "^ 2 

©utftituirt man l^ierin bit gormein cot — z = -; 1- cot z 

2 sin z 

i 1 

unb tng ^z= -: cotz, fo etl^dtt. man bit einfache (äWeid^ung 

C CS 

cos -=rsin -.cot — . sin z — cos z.cos'x 

2 2 2 

für ben fleomefrifcf;en Ort be* ©d&eiteW C beö 2)reierf^ ABC, rcmt 






— 147 — 

feim (Snmbimfe AB == c imb fein Snl^alt s biefelten ikiben foHen, 
£)te erhaltene ©(etc^ung pa^t unter bte aUgemetne ©(eu^ung 

cos r«=sin /? . sin z4- cos ß cos z « cos (x — «), ober dUtbl 

=— tng/J , sinz — cosz , cos (x — «). 

cos ß 

beffen 9flabuiö = r unb bejfen SWtttelpiinft fceflimmt tfl burd^ bit 
Slbfcifie a.unb fenfrec^te ?lpplicafe ß- £)ie SSerflleic^uttä flibt nun 
bte ©(etd^ungen : 

c cos r CS 

cos - = — — ; sin - cot— =s — tncÄ unb a=o, 
2 cos /S ' 2 2 *"^ ' 

welche jur aSeftimmung r>t>n «, /? unb r btenen, 

3Die ©leic^ung « =^ o gitt ja erfennen, baß ber Ortöfrefe feinen 
Wttelpmtt M in ber jweiten 9(re DEM fetbjt f^at, unb eö Meibt 
alfo noc^ bie ßdnge DM«=/? ju bejlimmen übrig. 2)aju bient bU 

c s 

®Ieic^ung: tng /?= — sin - cot -ober auc^ tng /j=a —cot Di; 

«nb i&ierauö folgt: /J^oo^'+DE. 

SQBenn man alfo DE um EM =90° oerrdngert, fo i(l M ber 
. gefuc^te ^Kittelpunft beö ßerettTcljen Äreifeö. 

@inb ferner A^, B', D' bie ®egenpunfte oon A, B, D ober 

AA'=BB'=DD' = i80^ fo ift: —cos ßzscos MD', unb ba 

cosr = — oos - . cos /J tft fo l^at man: 

cos r=cos MD'.cos D'A' = cos MD\ cos B'B\ 

SBerben af fo M A' unb MB'gejogen, foftnbfteSflabienbeöOrt^fretfee, 
ber alfo burcb bie ® egenpunf te ber(5nbpunfte ber®runbKnieABgel^t; 

benneö ijl :cos MA=cosMD\cosP'A'unbcosMB=cosMD'.co$D'B'. 

3u bemfelben 9tefu(tate gelangt man, menn man in ber ©leic^ung 

CCS 

eoi — s= sin — . cot — , sin z — ► cos z ^ cos x 
2 2 2 

fept ««*o, »oburc^ man ftnbet: cos x=r — cos - r ober auc^: 

c 

X ± r- =» 180 ^ unb bie burc^ bk beiben gcfunbenen^ SCbfriffen 
x^iso**—*^ =DBA' unb x=i80''+ ^ = DBB' beflimmten 

« . 2 

fünfte jtnb offenbar bie ©egenpunfte A' unb B' oon A unb B. 

^nmerfung. Baß ber Ort6frei6 bmö) bie eben genannten ®e« 

genpunfte geH ifl »om\^errn ©teiner im H. Sanbe bed 

Sournale^ für bie reine unb angewanbte 3Äatl^emattf (p. 

45—49) auf eine überaus einfache SBeife beriefen wbrben* 
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SEBenn aUt im eingange baju bie folgen&e SSel^aoptung 
ou^gefprod&en mtb : „bie f ünjWtc^en ?lu^bnidfe, »elc^ye für 
ben SRabiuö beö genannten Ottöfretfeö unb jut aseflimmung 
ber £age feinet SßliMpmtm gefunben werben, jtnb nid^t 
geeignet, bk eigentlid^e ßage. beö Äreifeö leid&t jn etfennen 
ju gekn, nod) weniger, benfetten banad^ leidet conftruiren 
ju fonnen,'' fo fc^eint mir l;ierin ein 23or«?urf gegen bk 
analt)tifcl^e ®eometrie ju liegen, welcher, wie man ftef^t, mt:: 
gegrünbet wäre, ia im 2Jor|>ergef;enben nic^t nnr ber 9labiu6, 
fonbern aud^ bk ßage beö SWittelpunfteö bed Äreifeö auf bk 
einfac^jle 2Beife teflimmt werben ftnb unb alfo eine grage 
Uanttüoxtet tfl, weld^e in ber citirten ?l6f)anblung fettfl nid)t 
in aller Sinfac^l^ett geldfet worben t(l, 

5. 

Um nun noc^ bentlid) ju mad^en, ba^ bixxä) ben in 9tro, 5 
tewiefenen ©afe bat^ me^rgebad^te ßerell'f^^ 2^eorem in etwa über- 
ftüffig geworben i(l, legen wir bie Sluflßfung ber fceiben wic^tigflen 
?lufgaben r>t>t, worauf e6 Ui ber rein geometrifd^en SSerwanbhmg 
fpl;drifd^er giguren anfommt. 

(5d iff (Fig. 40) ein ©reiedf ABC gegekn; man foH ü&er 
feiner ©runbltnie AB ein eben fo großem anbereö £)reiedF conflrui*- 
ren, ba^ an jener ®runblinie einen gegebenen SBinfel^^' entl^alt* 

SSJlan f)alHxt bit Otiten AC unb BC burd^ ben ^anpU 
freiö FG, wo»on AC in G' gefd^nitten werben mag, unb mad)t 
G'C'=:G'A\ fo iil BAG' baif »erlangte Dreiedf* 

Slußerbem ijl and) nod) nad^ $J?ro. 2 unb 3 offenbar Br= FC' 
unb GG' = FF', wenn ber Surc^fd^nitt^punft oonFG unb BC mit 
F' bejeic^net wirb. 

^an l)ättt aud^ FF=GG' mad^en fonnen, unb bk burc^ G' 
unb F gelegten ^auptfreife AG' unb BF würben fid^ bann in C 
fo gefd^nitten l^aben, ba^ ABC ba^ »erlangte Sreiedf wäre. 

Sie imitt ?lufgabe ifl bi^ folgenbe: @ö ijl tin ©reiecf ABC 
gegeben unb man folt ein jweitcö A'CB' fo conftruiren (Fig. 41), 
ba^ eö mit bem vorigen ben 5lBinfel C gemein, aber jlatt ber <Bdtt 
CB bk ^dtt CB' I^abe. 

SJlan l^albire BB' unb BA burd& bm i^auptfreiö FG, wovon 
CA in F' gefc^nitten werben mag, unb mad^e FA'=F'A, fo ifl CB'A' 
ba^ gefud^te 25reiedF. 

?lu^erbem ifl nod> FG'=±G'A' unb FG=:FG'. 
t>it Slnwenbung beö &excfV^d)m ©a^eö gibt feine fo einfädle 
Slufföfung ber beiben vorgelegten 5lufgaben (toit an^ ber citirten 
Slbl;anblung bee ^cxtn ©teiner ju erfe^en ifl), unb bi^ f)iet ange^ 
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seltene <!litfl6fung f^at nod^ bayix ben SSotjug, ba^ f{e fftr bte Au^ 
fl€lf!ac^e unb bie @6ene jugletc^ gilt, wenn nur l)ict gerabe JHnien 
flatt ber ^auprtteife genommen »erben. 

2Bin man enblic^ fpl^ättfc^e Sreiecfe tl^ eilen, fo bient bet 
in 9tro. 3 tewiefene Sap ebenfalls aU ©rnnblage bet ^Kuflßfuna, ha 
i^ta gemäß baö 9Kaß für ben l^alfcen Sni^aft be^ ©teiecfö leidet 
conjlruirt unb bemndc^ft getl^eilt werben fann. 

6. 

S)ie im §. 12 unb §• 13 fce^anbelte ?Iufgal>e fann mid^ um » 
SBielee einfacher aufgelßfet »erben, »ie folgt, Q^ fei) Q (t, u) ba^ 
fpf;drifc^e Sentrum beö gegebenen ^auptfreifeö, befien ©lei^ung 
ax + l)y + c=o gegeben ijl, unb man l^at ba^er: 

a — b cos V , b — a cos v 
t= ; — ~ unb u = : — • 

c sm v^ c siQ V* 

?ruf tiefen Jg)auptfreiö foll vom gegebenen fünfte P ober 
(m, n) ein ßotl^ gefdlCt »erben, »Oüon er im fünfte P' getroffen 
»erben mag* 3W ^<^^ ^Q/ fi> ft^^t PQ fc^on fenfred^t auf bem • 
gegebenen |)auptfreife, mb eö ijl: QP + PF= 90*, ober alfo: 

QP^r = 90') unb alfo: sin r = cos QP. 

(56 x\t nun aber nad^ §• 6: 

l-4-ni(t +UCOSV) -4- n(u + t cosv) 

cos x^O ^~^ - ■ ■ ' ' ■ ■ ' ■ I I 

V^(l + 1^+ "2+ 2tu cos v)./'(l4-m^4- ii2+2mn cos v)' 
a b 

unb: t+u cos v=5 - ; u + tcosv=; - ; ferner ift auc^: 

c c 

,x . X, . . 1 ->* N V^(a^+b2-j-c* sin v'^— 2abcos v) 
V^fl +t2+u» + 2tucosv)=---:~i. , d* 

^ ' ' c sin V ' 

unb »erben biefe ffiert^ fubflituirt, fo ^at man auf ber ©teile : , 

(ma + nb + c) sin v 

siu r=: cos QP =— : -— — — ■ — — 

/(i+in*4-n*4-2mu cot^v).^{ix^+b^+c''s'm v* 

— 2ab cos v). • 

Serner tfl bit gefuc^te ©teidfjung an ba^ ^erpenbifel : 

u — n j 

unb »erben l^terin für t unb u bk oorflel^enben SBertl^e ebenfaKö 
fubjlituirt, fo r;at man bie ©leic^ung: y 

b — a cos V — nc sin v^ 

y— n == r : ;; (x — m), 

a — b cos T — mc sin v^ 

»ie im §« 12, 

7- 

aSenn man (Fig. 4) oon ben ©cfen eineö SJ'retecf^ ABC 
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m^ bm Oegenfetten ober ibtm 93er(dngentngen bte Geraben 
Aa, Bb, Cc fo jieH böP fie jicf> in einem fünfte M fc^neiben, fo i(l: 

sin Ac tin Ba sin Cb 

■ ■ -; . -—-, =5£, 

sin cB sin aC sin bA 

(S^ til n^mltt^ (nad^ 9}rc* i) : 

iin Bc sin cM sin Ab sin Ac sin cM sin Ba 

sin BA^" sin CM* sin Cb sin AB sidTcmT* sin Ca ' 

unb wirb bie jweite Proportion int^ bie erfle bipibirt, fo erhalt 
man bit folgenbe: 

sin Ac sin Ab sin Ca 
sin Bc sin Cb sin Ba 

toelc^e mit ber ju Ifceweifenben gleid^bebeutenb iil. SEBenn nmgefei^rt 
bie brei ^punfte a, b, c in ben ©eiten beö ©reiedfö ABC biefer 
^Proportion Oenüge leijlen, fo fc^neiben jic^ bk ßinien Aa, Bb, Cc 
in einem fünfte M. S)ie fünfte a, b,c tonnen auc^ in ben Ser* 
Idn^enrngen ber (Seiten (td^ i)eftnben; aber gleichzeitig immer jwei 
berfetten^ nicftt atte brei ober nur einer oon i|)nem — ©lefed 
toirb l^inreid^en jur Srldttterung be^ am (SxAt be^ §. 15 itUaiiifyi 
Un ©(felujfed, 

3)ie aufgefTelifte Stelation (dfit {td^ nod^ umformen ; benn eö i(t : 

sin Ac sin AC«sin ACM 

sin cB sin BC . sin BCM 

sin Ba sin AB « sin BAM 

sin Ca sin CA «sin CaM 

sin Cb sin CB . sin CBM ^ 

sin Ab sin AB « sin ABM 

itnb »erben biefe brei ^Proportionen muttiplijirt, fo er^dlt man auf 
ber (Stelle: 

s in ACM sin BAM sin CBM 
i\n BCm' sin CAM ' sin ABM""** 

2Benn umgeW^rt bk brei SBinfel A, B, C burt^ bit ßinien Aa, 
Bb, Cc btefer gormel gemdß get^eilt »erben, fo fc^neiben fic^ bie 
brei Cinien in einem fünfte M. 

Q^ fei)en AXCN, DXBM unb VNWM bie brei ©iagonalen 
eine^ fogenannten roOfldubigen »ieredfö (Fig. 42), fo ijl nac^ 9?ro.7 : 

sin AF sin BC sin VD _ 
sin BF ' sin VC * 7in DA "~** 
co.*^ -A t jc sin WB sin BC sin VD _ 
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"^dt man a\xA : . ^^* . — r^r-* =* Ir ^^^ ^* «ft AlFBW j^atmonifc^ 

^ sin BF . sin vVA / »-v 

getl^dlt. JDiefei^roportion Idßt (tc^ umformen in : sin AVF.sIn WVB 
= sin FVB . sin AVW, mb CO j^öbett alfo bit »iet ®erdben 
VA, VF, \B, VW eine folc^e fiöge, baf jcbc fünfte ®mbt 
»on tl>tten (nac^ §• 14) ^ötmoutfcj) getf^eiU »irb. ©al^et ftnb 
EXGW, DHCW unbAXCN ^amonifc^ get^^eilt. ©in Olcic^eö grtt 
ölfo mic^ »on VDEA, VHXF, VCGB unb DXBM. €c^ließ«c|> 
folgt auf btefelbe 2Beife mdfy noc^, baß VN WM l^armonifd{> ge* 
^t^tüt t(l. Sluf biefem SGBege fann man oiele jum Z^^H fel;t ju^ 
fammen^efe^te Sl^eoreme kmetfen; fte machen aber einen Sl^eil 
ber ©p^dri! an^, »etd^en man tf;rer analptifc^en £)atileirung 
e^er oorauöfc^tcfen, aU emi>erteif>en mußte, unb ber jwar tn einem 
bk ©pl^drif ü6erl;aupt tetreffenben SBerfe ben get^origen ^fa^ ftn^ 
ben n^ürbe, l^ter aber eben beßtvegen ntd^t in größerer Slu^fü^rung 
f(^icf(tc^er SBeife be(>anbe(t koerben (ann» 

9- 

Sie im §. 51 hergeleitete gormel tng y = sin '^ . -5- 

Idßt fic^ no(& einfacher an^ ber Sormel tng x = cos u . ^ 

im §. 24 herleiten; benn e^ ifl offenbar: i + y = iso**, ferner: 
t = V 4. const unb ^ + u sbOO''. 3)a^er ijl benn: tng 1= — tng tp, 

cos us=sin ^, 3t==3v unb 3uL=a — 3^. 

S)ie ©ubjlitution biefer SBert^e gibt auf ber ©teile bre gor? 
mel : tng 9 = sm a . •-- • 

gerner gei^t bk gormel 9s »/'Ou^^.cos n*,3t*) im §. 24 
für ba^ ©ifferenjial be^ 93ogen^ burc^ bic angegebenen <Sub(Ktu* 
tionen über in: 3s=/0^^ + 8in ^^ öv^), toelc^e gormel mit ber 
im §. 31 für 3s l^ergeteiteten übereinfKmmt 

Offenbar läßt fTc^ auf biefe SBeife and) ber Suf^^timent^ang 
jwifdS)en ben oerfc^iebenen gormeln für ben* Ärümmung^l^albmeffer 
leidet herleiten. 

10. 

3m §• 42 ttjurben für bie Cluabratur ber SpHotbe jwei i^üJf^i 
tt)infel a imb y/ angeiranbt, ttdä^c I;ier geometrifc^ nac^^gewiefen 
»erben follen, unb für njeW^e bie gormein 

V^(sin z.sin 2r — sin z^) 

tng y= -^—^ : , 

sin r — sin z.cos r 

I /sin z 

sm üi=s y •: 

sin 2r 



1 



-• 152 — 

öufgefleBft »aten. gerner toat nac^ §• 39: »in z=sin r »cos r(i— cos <f) 
=asin 2r.siii - ip\mbal{o: sin -. <« ^ L/!1!L1. • jabet ifl benn : 

2 2 »lu 2r 

o=? i 9, unb alfo « bie Jg)dlfft be« SBinfefö MCN in Flg. 7. 

2Bad nun ben 5BinW y Betrifft, fo finbet man <i:^t> ber oHgen 
gormel leidet bie folgenbe : 

sin r — cos r. sin z ' 
cos»» ■ ■' . " 

sm r. cos z 
«* .- ^ . -•. . »^»«r JT ^,«r cosCY — cosCM.cosYM 

giuniftakrimSreiedfCMYattd^: cosC]vrY= . ■ , ■ , . ^,^ , 

sinCM^smYM 
•ober, »eil CY .== 90° — r, CM = r, YM = 90" - « ifl: 

StD I* r COS T* SID Z 

COS CMY = ; , unb ti> ifl alfo ber ^ülf^winfel 

sm r . cos z ' *^ * 

V berfelte mit bem SBintel CMY. 

^sinz .. K ■ /sin 5r — srn z 



?(uö ber gormel sin - 9 = V -r—- folgt : cos <p =^ J/ — ^ 

2 sin2r 2 sui2r 

c ^ ./, -. . 2/'(sin 2r .sin z — sin z^) 

unb e^ ift alfo: sm «= -J-i : , ober rudf«« 

sm 2r 
tt^drt^: v^(sin 2r.sin z — sin z*)=sin r . cos r.sin y. J)al^er 

oerioanbett ftc^ Um Vit allgemeine gormel für \iixi 3nt;alt f im 
5. 42 \\\ bie folgenbe: 

f=:^ — (jp COS r' — sin r^.cos r ♦ sin 9>. 

gur bie Serec^nung be^ Söintel^ v^ finbet man aud^ nod^ bie 
einfacheren ^Jormeln: 



sm — . cos 
.1 ,/ 2 



: ^unb cos ;- v/=L/ 

cos z«sm r 2 ^ , cos z.sm r 



;-. sm fr — — i 

2 V_ i), 



alfo: tng - v—y 

2i 



G-^0. . 



COS l r + 



• ( ^\ 

sm 1 r I 



• tng - z 



unb ben Sufammenl^a jwifc^en v unb 9 brudf t auö Vit gormel : 

cos r . sin 9 



sm y; 



cos z 
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lieber ein neue§ Coorl)tnaten^@l)flem bet 

analt)tifd)en ©pl^drit 

3n itt etftett SÄfcl^anMung: ,,Ue6er ein neue« Soorbinaten^ 
©9flem^ im fünften 95anbe be« Soutnaleö für bie reine unb an« 
getoctnbte SRatl^ematif tl^eilt bet ^etr ^rofejfor ^lücfer bieSbee 
eineö neuen Sootbinaten^^S^jlem« mit, welche ytcar jundc^fl nur bie 
anal^tifc^e Planimetrie betrifft, akr offenbar anc^ kiöft in bie 
Stereometrie fibertragen werben fann, wenn man nur (tatt bed 
(ebenen) 6oorbinatens35reiecf^ eine Soorbtnaten^^^^ramibe fubjlituirt, 
»ojtt man bann bk breitantige wallen wirb^ 

3lber axxd) für bie analptifd^e ©pl^drif Id^t jld^ »on jener Sbee 
SSortl^eil jiel^en, unb im ^tac^folgenben wirb i^re Slu^füJ^rung in 
Äurje mitgetl^eilt werben, wobei bem anfdn9li(t)en ©runbfa^e für 
bie ©p^iSrif gemdß bie Stnwenbung ber abfqlut-geraben Linien »dßig 
auögefd^Ioffen i% 

^an fann hk Sage eine^ ^unfteö M ber ^ugelfTdcl^e beflimmeur 
.inbem man »on i^m auf bk Seiten eineö S)reiecf6 ABC (Fig. 43) 
bie ^erpenbifel MP = p, MQ = q unb MR = r fdttt unb bk 
»erl^dltnifle 

sin q ^ sin r 

x= -; — =• unb y= -: — 

sin p sm p 

iilbtt; benn burc^ ba^ erfle 23er^dltniß ifl bie JRicf^tung ber ßinie 
»AM unb burc^ ba^ jweite bie Slic^tung ber fiinie BM bejlimmt, 
unb ber S)urcl^fc^nitt^punft beiber ijl ber ^nntt M felbjl. "SJtan tarn 
nod) ein britteö SBerl^dltnip 

sin r 
Z= -: 

Sin (i 

jur SBeflimmung ber {Rid^tung ber ®eraben CM f^injufügen ; aber 
ber ffiert^ biefe^ aSerJ^dltniffei^ i(l fc^on burc^ bk beiben porigen 
bejlimmt; benn man ^at: 

X 

Ueberl^aupt ftnbet man alfo, wenn jwei oon btn brei SSerl^dtt» 
niffen x, y, z Qe^tbtn jtnb, barauö immer fc^on bk ®r6ße be6 britten. 

Wim ^at ofenbar aud^: 

_ sin MAC _ sin MBC _ «in M CB 

^"^ sin'~MAB ' ^"" sin MBA * "~ sin MCA * 

t>a^ T>t^Ud ABC i^eifle ba$ ßoovbtnaten^Dreiecf; 
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bte ®r5f en x, y, % J^etßen ba5 er(lt| 5a4 %x^t\ii^ ba^ 

britte 6ootbtna(ens*23crI;(5ltnifl. 

J)ie Oleic^ung x=« i(l bie ©leic^uttg einet ©eraben AM, 
welche pon bet erjlen Koorbinatens^cfe aud fiejogen ifc unb 
eben fo gehört x = — « mit einer ®eraben M'M" jufammen, 
n^elc^e anc^ burc^ bie etjle Sootbinöteniijcfe ge^t, aber fb gejo^ 
gen ijl, baß »on ben i>ier ©emben AB, AM, AG, AM' jcbe fünfte 
l^atmonifc^ get(;ei(t n)irb, ober ^oS^ iene vier geraben Sinien 
^armontfalen ftnb. 

3)ie (^leic^ung x=4-i gefrort ber ®eraben AM j«^ 
wenn fie ben SBinfel BAC ^albirt, nnb x=— i gel^ört 
ber ®eraben AM' jn^ wenn fie ben 9?eben»inJe1t pon 
BAC ^albirt. 

®ine d^nlicf^e Seitjanbtniß \^^i e6 jnit Uxi Oleic^nngen yss^J 
unb z = ;^ in J^inft(^t auf bie beiben anberen ßoorbinaten-Srfen. 

©oH aber burc^ biefe brei ®Ieicf)ungen x««, y=/5 unb *=/ 
nur ein ^unft M ber Cage nac^ beflimmt ttjerben, fo \Qii man bie 
SSebingungögleid^ung : 

P 

12. 

Sur beuttic^eren itenntniß ber neuen Soorbinaten^^Retf^obe ifl 
eö gut, ben 3ufammenl;ang mit ber früt;eren SWet^obe nad>jun?eifen, 
unb bk SoorbinatensSerf^dltniffe x unb y eineö ^punfte^ M burt^ 
bk trigonometrifc^en Sangenten ber ?lren=Soorbiuaten eben biefeö 
^unfteö M o.ber (t, u) auöjubrücfen, wobei wir CA unb CB ju 
(5oorbinaten-3lren mb C jum ?lnfang6pimfte nel^men. 

SSejeid^nen wir bie SBinfel be^ Dreiedfö ABC mit A, B, G 
unb i^re ®egenfeiten mit »/ b, c^ fo ift nac^ §. 8 bie ®(ei(^ung an AB : 

t , cot b + 'i cot a = l, 

ober, wenn wir für einen SUigenblidf fe^en tngb = munb tnga=n: 

nt -{■ nm — Jnn = o. 

gdtten wir nun oon M ba^ &otf) MP=p auf AB unb noc^ 
von C ein 2otI> = n auf AB, fo ijl nac^ §. 13 : 

(mn — nt — mu) . sin C 

**° P ^ I^(i + t^-t-u2+2ta cosC),V^(n* — 2mn cosC + m*' 

4- m*n* Sin C^) 

mn . siD C 

unb »in jrs= . ■ ■ -T ^r-[ r-7 , , . — 7:7:' 

V^{n* — 2 nn cos C + m +«* » •»» C ) 



alfo : 



t u 
sinp ni n 



siDif %<(i + t»+u«+2lucosC) 
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Da akr aiic^ sin xr.«in c = 8in a .sin b.sin C ifl, fo f)Cit man: 

sin a.sin b.sin G ni n 

sinpa 



sin c %^(H-t2 + u*-h2tu cos C) 

^ Qitn fo finbet man für ik ^erpenbiW MQ = q imb MR = r 
tie ^u^brucfe: 

u sin C 
^^ 1/^(14 t24.u24 2tucos C)' 



sm as= 



t sin C 

sin r ^"^ ■ ■■■ -■■ ■. I ■ . ^ , 

/'(i 4 t2 + Ü24. 2^tu cos C) 

sin q sin r ,^ ^ ^ ^ 

unb ba Ti==^ -. — - unb y = -: tfl, fo finbet man : 

4 . «*» P sin p 

u sin c 



'-(-^O' 



y = 



sm a sin 

t sin c 



■^ 



Sl 



m a sin bl i — — | 



y t 
wormid nod; folgt : z = -i. = - . SBerben fiir m unb n bfe ©ertl^e 

fubffituirt, fo er^It man: 

n , sin c 
sin a sin b — t sin a cos b — u sin b cos a 

t . sin c 



sin a sin b — t sin a cos b — u sin b cosa 

5!Bic^tifler noc^ werben biefe gormein für unferen B^ecf, mim 
wir jte umfel^ren, woburc^ wir erl^atten: 

y . sin a . sin b 
Sin c4'X sin b cos a-^-y sin a cos b 

X , sin a . sin b 
sin c -{>x sin b cos a -^ y sin a cos b 

benn nun bienen biefelten ba.^u, ant^ einem Slu^brudfe, weld^er t 
unb u entl^Ält, biefe @r5pen fortjufc^affen , worauf er bann bie 
ßoorbinatensSBer^ältniffe x unb y be^ ^unfteö M entölt. 

Slm einfach jlen werben biefe Sormeln, wenn a=b = c=90* 
genommen wirb; benn bann f)at man: 

t=y unb u=x, / 

wie aud^ anberweittg erhellet, wenn man (ebenft, ba^ nun an^ 
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MA mit MR, MQ mit MB unb MP mit MC qtxäU ßimen am^ 
maö)t% bcren jebe =90** ijl. 

2)a^er ifl bie neue ßDotbinaten^^^Blef^obe nur eine SSeraUge^ 
meiuerung beö ©e^raucf^e^ ber ?(mplituben. 

13. 

?tuö ber affgemeinen ©leic^ung Dt + Eu = G an einen ^anpU 
tni^ im frül;eren 6oorbinatens@i)|leme fonnen wir jet^t Ü6er9elf)en 
ju einer ©leic^ung itt)ifdE)en ben 6Dorbinaten52}crf;dItniffen eine^ 
^unfteö M ekn biefe^ ^auptf reifet, inbem wir bie porl>in gefun? 
benen ?luöbrücfe für t unb u fufcflituiren, woburc^ wir erl;aUen: 

y(sina sin, b.D — sinacosb.G)4'X($ina sinb^E — sinbcosa.G) 

= G.sin c, 

ober: y (D— G cot b)+XE-"G cot a) = . '^'".^ , > 
■^ ^ sin a stn b 

£)ie neue ©leid^ung l^ai alfo bie $^orm : 

a.y+/5.x+/=o^ 

ober aucf), wenn bie SBertbe y = - — unb x= •: — ^ fu£»flituirt 

äiu p , sm p 

werben, ik gorm: 

«»sin r-)-j5*sin q 4-/ . «in p=o. 

^iiVit alfo in Flg. 44 PMQ einen ^auprfreiö i?or unb ijl "^^^Tp^ ™i 

sin PBA. sin MAC ^ sin MBC ^ .^ 

ferner - — 17^77="/ -r , , , „ = x unb -v— r^^x = y, fo ifl: 

' sm PBG ' sm MAU sm MBA -^ ' ' 

x = nifür y=ounb y=n für x=o. £)al^er ^atman: /5.m = — / 
unb an = — ;., unb ti> verwanbeU fidf) W ©leid^ung an ik ®erabe 
PMQ baburd) in : 

m n . 

14 

2)ie affgemeine ©leid^ung an einen ^auprtreiö, bejfen fpl^a- 
tifd^eö Sentrum ber ^unft (f, u ) ift, ift tef anntlid^ : 

i+(l'4.u'^ cos C),t + (u' + t' cos C)u=o. 

©inb nun x' unb f W l&eiben goorbinaten^SSerl^dltniffe eten jeneö 
SWittelpunftö, fo finbet man burd^ bie in 9tro» 12 angegebene 
©ubjliturion bie ©leid^ung: 

[(x'-{-y' cos C).x4-(y' + x' cos C).y].sin a'.sin b^ 

sin c^rx'sia b cos a-f- y'slna cos b)(sla c-f-^ ^in ^ cos a-f-y . sin a cosb 

+ 1 = 0. 
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2Birb ber 9fcnner fortgefi^af t unb iemevtt, ba^ cos cascos a cos b 
-4- sin a slrt b cos C t(l, fo ftnbet tttcin bie ©leic^ung: 

yy' sin a^ + (xy' + yx') sin a sin b cos c + xx' sin b* 
-f.(y-l-y') sin a sin c cosb-f (x+x'j sin b sin c cos a-(-sinc*=o^ 

weldx alfo bit folgenbe %otm ^at: P4-Qx^-Ry=o; mb für 
bie ßonjlanten «, ß, y l^at man bann ble Slu^brucfe: 

x' sin b^+y' sin a sin b cos c4-sin b sin c cos a = Q, 
y' sin a*4"*' sin a sin b cos c+sin a sin c cos b=R, 
y' sin a sin c cos b+x' sin b sin c cos a-f-sin c^=P. 

2Bcnn umgcfe^rt bic ©Icic^img Qx+Ry4-P=o eineö ^mpU 
f rcifcö gegeben i(l, fo f ann man aiiö ben Sonflanten Q, P, R bie Mbm 
6ootbinaten'33erl;dltnifre x' unb y' fut fein fpl;drifcl^eö Sentrum finben* 
£)aju bienen bk ©feicj^ungen : 

x' sin b^-j-y' ^^^ ^ ^^^ ^ ^^^ c-|-sin b sin c cos a Q 
y' sin a sin c cos b -f x' sin b sin c cos a -|- sin c^ P 

y' sin a^-j^^' ^'^ ^ ^^*" ^ ^^^ c + sin a sin c cos b R 
y' sin a sin c cos b -j- x' sin b sin c cos a -f-sin c^ P 

ml(i)t in ^inftc^t auf x' unb y' aufgelofet n^erben muffem S)ie 
babntd^ gefunbenen 2(u6brü(fe tebujiren (id^ auf eine ibemerfen^s 
»ertl;e 2Beife unb finb bann: 

^ R-^Q cos C--P cosB 
^ *""? — Q cos A — R cosB' 

^ Q>~R cosC — P cosA 
* ~P— Q cos A— R cosB* 

2)urc^ (ie ift ber fpI>(Srifc^e SSHitHlpmtt be^ ^auptfreifeö BefKmmt, 
bejfen@Ieic^un9P-|-Qx4Ry=oober P^sin p-{-Q,sin q+R,sinr=o 
gegeben i% 

15. 

SBenn ein ^unft M biitcT) bie6oovbinaten-93erMttnifiexunby 
unb ekn fo ein jtreiter ^punft M' bnrd) bic Soorbinaten-SSerl^iSltnifre 
x' unb y' gegeben iii, fo Idf;t .ftd^ bataw^ bcr fürjejte fp^drifc^e 
?lb(lanb MW ber beiben fünfte ijon einanber l;erieiten, unb wirb 
biefer mit d bejeidynet, fo ijl nad^ §. 6: 

• i-}-(t'+u' cos C) t4-(u'+t' cos C),u 

COSu:= ■> 

Al+t'*+u'2+2t'u' cos C)./'(i4-t2+uH2tu cos C)* 

unb f;ierin »irb man nur nod^ bii in 5?ro» 12 angebeuteten ®\xU 
(litutionen »ornel^men. 

@eßt man jur Slbförjung: 

P'=sin c^-|-2x sin b sine cos a + 2ysina sin c cos b-{-x^sin b^ 

+2xy sin a sin b cos c+y* sin a^, 
P' = sin c*-4-2x' sin b sin c cos a4-2y' sin a sin c cos b 

+x'* sin b*+2x'y' sin a sin b cos c+y'^ sina*, 
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fo findet matt ttad^ ge^örigev dietucHon: 

Sinc^-f-(x+x') sin b sin c cos a+Cy+y') ^'^ a «ine cos b 
-^-xx' sin b2+;xy'+Yx') sin a sin b iJOsc+y/sin a* 

cosd= • 7cp7f>- 

^muv i(l md) §. 6 aud^: 

(f — t)« + 2(t' — l) (u' — u) cos C 4- (u' — ul« 
l/ +(tu'—ut')^in C« 

**". ""''^ (i+t'*+a'2+2LV cos C) U+i'+u2+2tacosC) ' 

iinb butc^ ©ubflitution ttf)&lt man: 

_ sin a sin b .[(y' — y) sin c+Cxy'--yx')sin b cos a] 

(sin c+x' sin b cos a-j-y' sin a cos b) (sin c+x sin b cos a ' 

+y sin a cos b) 

, sin a >in b.[(x' — x) sin c — (if — yxQ sin a cos b] 

(sin c-|-x' sin b cos a+y' sin a cos b) (sin c-f-x sin b cos a ' 

+y sin a cos b) 

sin a' sin b^ (yx' — xy') 



tu'— Ul'== "T 



(sino-f x'sinbcosa'f-y'sinacosb) (sinc+xsin bcosa 

-|-y sin a cos b) 

©erben biefe 2Bertf;e futflifwirt, fo er^dlt man: 

sin d =3 sin ti sin b sin c. r p ^i '' 

unb e^ t(l bann: 

V*.sin c2=[(y' — y) sin c + (jj' — y^^O ^'^^ ^ ^^^ *]*+2[(y' — ^y)«»» c 
-f-(xy' — yx') sin b cos a] [(x' — x) sin c — (xy' — yx'j sin a cos bj cos G 
4-[(x' — xjsin c — (xy' — yx')sin a cos bj'-f-Cy^' — xy^sin a^sinb^sinC^. 

£)urc^ weitere SRebuction er{)dft man enblid^: 

V=(y'— y)'+2(y'-y)(x'— x)cosC+(x'— x)24.2(y'— yXx^r'-^yxOcosA 

+ 2(x'— x) (yx'— xyO cos ß + (xy'— yx)2. 

Sie erl^altenen gormein für cos d unb sin d, worauf man 
leicht bit gormel für tng d l;erleitet, jtnb jugleic^ bk atTjäemeinjhn 
©leii^ungen für einen Äreiö, bejfen fpl>drifd^er 3{abiii^ = d ijl mtb 
beffen ^itttlptmtt bann burc^ bte betben Soorbinaten^SSer^dUniffe &' 
unb y' fceflimmt i% 

16: 

Slud biefen njenigen groben erjTe^t man nun j^inlduglic^, baff 
man beim ©ebraud^e ber in SRebe (lef;enben Soorbinaten-2)letI;obe 
großen ©c^wierigfeiten enfgegen get^ti fofcalb man fie ju metrifc^en 
JBeflimmungen fpl^drifc^er J)ijlanjen unb überhaupt fpl;ärifcbet 
®r6ßen anwenben wiß. 

Sft J- 95v 9 (x,y)=o eine OMeicbung jwifc^en beniSoorbinafen:» 
S3erl|^ältntj|en x tinb y etneö ^nntM unb a(fo bte ®(etc^ung einet 
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^utt>t, fo fittbet man für bai £)tffetejiital beö fBc^mt tiefet ^utr>t 
bie %otttiih 

sin a sin b sin c, V^r9y^ + 29x 3y cos C + 3x2 

;u _ •f2r3y >cosA-— 9x cos B) (x9y — ygx) 4- (^9y — yd^y ] 

"^ sia c*4-2x sin b sin c cos' a-f"2y sin a sin c cos b 
+x^ sin b'^-f 2xy sin a sin b cos c+y* sin a* 

Otgleid^ nun aUx bie in bieten SdKen große ßdfligfeit miU 
lÄujiger Slecf^nungöau^briicfe ber neuen Soorbinaten^SRetl^obe nic^t 
5Ut ^mpfel^Iung bient, fo lajfen fic^ gIeic^»o^I fe^r mU JRaum^ 
bejief^ungen in üterrafc^enber (5infacl^|>eit unb babei großer STffge^ 
tuein^eit auf biefem 2Bege barftellen. Um ein 95eifpiel biefer Slrt 
^u geben, leiten wir bie ®Iei$ung eineö Äreifeö l^er, welcher um 
baö ßoorbinatensSJreiecf ABC gefc^rieben i% 

Diefe ©leic^ung ift jundt^jl: 

l+(t'+u' cos C)t+Cu'+t'cosC),ii 

cos u ~~^ ■ ■ ' ■ ■ '■■ I 

/(l4-t'*+u'H2tVcosC),'/'(l + t2+u»+2tacos C) 

wenn ber SRabiuö beö ^Rreife^ mit d bejeic^net »irb. Sa ber Äreid 
burc^ ben ?lnfang^punrt C gel;en foö, fo mu|ifört=o auc^ii=s:o 
fepn, unb eö ift alfb: 

^^^ V^(l + 1'"+ a'*+ 2t'u'cos C) ' 

ober: tngd=/(t'»+2l'a' cos C+u'2). 

SBeil ber Äreiö ferner burc^ bie goorbinaten^^cfe A gelten fott, fo 
muß für u=o aud^ i=tngb fepn, unb eö i(l alfo: 

/(l + tngb^J^i + tng b (t' + u' cos C) ober 

f/L i /- 1 — cos b b 

l'+u' cosC=— : — r— = tnß — • 

sm b ° 2 

SBeil ber Äreiö enblic^ aud^ burc^ ik ßoorbinatemScfe B gelten foO, 
fo ftnbet man eben fo: 

i I .* ^ 1 — cos a a 

u'+t' cosC= — ; = tnc — • 

sm a "^ 2 

SBirb t?on biefen 5SJertf;en ®ebrau(^ gemad^t, fo ffnbet mon bie 
®Ieic^ung : 

b a 

/(l + t*+u«-4-2tacosC)=:i+tng - • t + tng —. u; 

unb wenn man nad^ 9?ro. 12 ju ben (SoorbinatensaSerJ^dltniflen über* 
gel^f, fo erl^dft man nac^ einiger 9?ebuction ik ©leic^ungr 

l^(sin c^-J- 2x sinb sine cos a -+- 2ysina sin ccos'b +x*sinb* 
-t"2xy sin a sin b cos c+y* sin a^) = sin c+x sinb + y sin a. 

SEBirb biefe (Sleid&ung enbfid^l rational gemad^t, fo rebujirt fte iic^ 
auf: 
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a b 

^2 2 1 
+ y. tng > c=so, 

ober, mnn man nad) ^tro. 11 bic bni ^Perpenbifel p^ q, r tyem 
fünfte M ber ^ret^pertp(;erte auf bie (Seiten bc^ Soütbinaten^ 
S)rete(fd fdllti auf: 

a b c 

tnff — tng — tng — 

® 2 2 ° 2 



sm r sm q sin p 

S)iefe Oleic^ung beö um ba^ SJreiedf ABC fcefc^rietenen Äreife^ 
ifl ber 3lu^bru(f einer, wie man fielet, kmertenö»ert|)en Sigenfc^aft 
biefer frummen ßinie* 2Baö aPer bk JJorm ber ©leid^ung fcetrif^ 
fo tDtrb fte balb auf eine allgemeinere ^tt na(^gen)iefen n>erben. 
^r ben diabin^ d bed ^reife^ ftnbet man, wenn bie aSßert^e 

tng - — tng — cos G 

t'=x ? ? , 

sin G 

tng — — tng — -cos G 



u' = 



sin C 

futftituirt werben, bie gormet: 

K ^^tng 2 — 2tng-^ tng ^cos C + tng ^ » 

tng A = . — ^ ' ■ ^ 

° sin G 

-, cos c — cos a cos b.^^,, . ^ ^ ^ ^ 

unb ttJirb cos C= : : — r futflituirt, fo t>ermanbe(t ftcb 

sin a sin o 

. c 

sin — 

ber oMge 2lu6brurf in: tng d= ^ . 2)iefegotme! 

cos — cos — sinC 
2 2 

fonn auc^ leicht auf eine mel^r elementare SBeife (hergeleitet »erben. 
5!Berben »om SKittelpuntte beö Äreifeö auf bk Seiten bcö 6oor* 
binaten-Sreiedf^ bie ^perpeubifel p', q', r' gefdttt, fo i<l nac^ 5Äro. 12: 

* tne — — tnc —cos G 
sin r' l' ^2 ^^ 2 



z'= -^=- 



sin q' u' a 

b 2 "2 



tng -^ — tng - cos G 



tng ^ — tng ^ cosA. tng - —tng - cos B 

Cten foijl: x'= unby'= — 1 

tng - — tng ^ cosA tng - --tng ^ cos B 
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unb bttrd^ biefe bret Soi^tbinaten ^ S)er|^ittif e tft btt £age be^ 
SÄittelpimfteö tejlimmt. 

17/ 

SEBcnn eine ©leid^ung 9>(x, y)=o jtmfc^en ben QocrbinaUn^ 
SSerl^altniffen x unby bed ^imfteö M einer fpl^drifd^en ßurre ge^ 
geben ift fo ftnbet man bie ®Ieid^ung an einen betöl;tenben ^anpu 
freid aM ber ©leic^ung 

a — kl' ^ du 

inbem manfubftitmtt: - — ~ =-) ;; . ^) - ^. W . . 

3u sin c.äx — (x^y — y3x)sln a cos b 
3t ~" sin c.3y+(x3y — y3x) sin b cos a' 

9?ad^ gej^origet Slebuction erl^dlt man bann iiz ©leid^ung 

an ben burd^ ben ^unft M ober (x, y) gel^nben «nb ivt ßurt^e 
berüf;renben ^auptfreiö. 

Sft j. 93^ AyH2Bxy+Cx2+2Dy+2Ex4-G=*:o bie ©teicbung 

an ik ßurpe, fo ftnbet man für ik burc^ M gelegte Serül^rungös 
linie bk QJIeid^ung: 

y'(Ay+.Bx + D)+.x'(By + Cx + E)4.Dy+Ex+G = o, 

irie im §. 62, unb wenn ber burc^ x nnb y beflimmte ^unft ber 
trummen ßinie nid^t angehört, fo ijl 93orflel^enbe^ iit ©leic^ung 
ber polaren iti> Äegelfcf)nitt^, weld^e ben burt^ x unb y be* 
flimmten ^nntt jum ^ole l^at 

18. 

SBenn man in ber ©teic^ung Ay •+2Bxy+Cx*+2Dy+2Ex+G=o 
bie 2BertI;e 

sin q ^ sin r 

X = -: — ' unb y =s -, 

sm p sin p 

futjlituirt, fo erl^dft man: 

A sin r*^- 2B sin r . sin q + C sin q^+ 2D sin r sin p 

-f 2E sin q sin p + G sin p*e=o. 

©off nnn ixt Suröe burc^ bie erjle ßoorbinaten^Scfe gelten, fo 
muß für p = o auc^ q=o fe^n; bal^er ixt Sebingung: A=;:o. 

©off W Surpe burc^ ixt jn^eite 6oorbinaten'(5cfe gel;en, fo muß 
für p=o andj) r=o fe^n; ba^er bie S3ebingung: C=o. 

©off tnilxö^ ixt Surpe burcb bie britte ßoorbinaten^^Scfe geben^ 
fo muß für q=o auc^ r=o fei)n; bal;er bie aSebingung: G=s:o. 

11 
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6oIl (dfo bei^ Jtegelfc^nttt buvc^ hit brei Soorbinatens@(f<n 
flehen, fo ^at bie ©leic^ung bie einfädle gotm: 

B.sin r«sin q-f"^*^''^ r.sin p+£ sin q sin pss o, 

« . x^ *•" P • T- »in p 

ober: B + D . -: — ^ + E . ~-J. =o, 

sin q 8in r 

oberauc^: — h — «i. 

» y 

S5a biefe Ofetd^img an einen Äegelfc^nitt ungeachtet ber großen 
?lDflemein^eit nur jwei Sonflanten M unb N entJ^dlt, fo fann fte 
boju bienen, fel;r allgemeine S^eoreme, weld^e bk Äegelfc^nitte be? 
treffen^ auf eine einfache 2Beife amlJ^tifilfy ju fcemeifem 

19. 

Snm Sefc^Iuffe mag bal^er eine Slufgate ber ?lrt aufgelßfet 
»erben. (§6 ijl ein Äegelfc^nitt ABC gegeben, in weld^m ©reiedfe 
ABC unb A'B'C fo gefd^rieben »erben, ba^ bie ^zitt CA immer 
burd^ btn feflen ?Punft P unb eben fo bie ©eite CB immer burd^ 
ben feften ^unft Q gel^t, xinb man fuc^t biejenige Sun?e, welche 
babet immer oon ber btitHn Seite AB ober A' B' bed ©reiedfd 
berül^rt wirb* • 

9tel;men wir ba* J)reiecf ACB jum ßoorbinaten^Sreiedfe, fo ijl 

M N 

bie ©leid&ung an ben gegebenen ^egelfd[>nitt: 1- — =l,ober: 

My +Nx=:xy. ©er ^unft P fei) beftimmt burd^ x— o tmb y=m; 
ber ^unft Q burc^ x=n mxb y=o. J)ann ijl bie ®Ieic^ung an 

PQ offenbar : ^ + ^ = i. 

^ m n 

J)er oeränberlicbe ^nntt C mbli^ fet) beftimmt burd(> bie 
(5oorbinaten5a3erbdItmffex=tunby=u,2)al;eri(t aucb: Mu+Nt=tu. 

£)ie ®leid[)img an CA' ifl bann: y — u= -^ — (x— 0, 

u 

unb bit ®leid^ung an CB i(l eben fcf: y — u «= — (x— t). S)ie 

•> 11 

®leic^ung My+Nx=xy lift ficb ferner umformen in: / 

M— t N— u 

-+ = i; 

X — t y — u 

mxb »erben mit i^r bie Uiben vorigen ®Ieidf>ungett oerbunben, fo 

erl^dlt man för ben ^punft A' bk 2lu6brurfe: 

Mm ^ Nm 

x== unb y= — • 

m — u u 

Gben fo erl^dlt man jur 95ejlimmung ber Sage be6 ^unfte^ B' bie 
?lu^brädfe: 
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, Mn ^ Nn 

^kxaU aitt trWt man bie folflenbe ®lei(^Uttfl fut bit btitte 
QtiU A'ß' be6 2)reie(f ö : 

welche fo biffercttjürt. werben ntug, baff man barm »x unb y 
aU conflant, ba&zim t unb u aU i^erdnberiic^ önfle^t 3« ^J« 
enbe gibt man if)t junÄc^fl bie J^orm : 

Mny.u + Nmx. t— (My4- Nx) . tueMNmn, 

unb, inbem man tu=Mu+.Nt fubjlitiiirt: 

Mu(ny — My — Nx) + Nt(mx — My— Nx) =* MNmn; 

unb i^ierauö folgt bann auf bet ©teile: 

du N(mx— My — Nx ) 

dt "^ M(ny--My — Nx) * 

aSitb akr auc^ bie ©leidjung Mu+Nttsut bifferenjiirt, fo 
er(;dtt man: 

3a ^ N — g 

3t srm ' 

.« »^ N — u NCmx— My — Nx) . ^ 

a„6 eö lit alfo: MlTt- MCny-My-~Nx) ' ^*^^ ^«*- 

MN (ny — mx) = Mu (ay — My — Nx) — Nt (mx — My — Nx), 

unb »irb biefe ©leic^ung mit ber ©ieic^ung an A'B', 

MNmn = Mu (ny — My — Nx) + Nt (mx — My — Nx), 

perbunben, fo fann man bie Sootbinaten*5Betl^iSltntfre x unb y be5 
in A.'B' beftnblic^en aSerö^^rungöpunfted t jtnben, b. l;., al6 guncs» 
tionen oon t unb u bat(letten* 3)iefe Functionen laffen jic^ um* 
festen, inbem man t unb u burd^ x unb y auj^brücft; aber man 
ftnbet biefelben Slu^brücfe, inbem man bie beiben. »or(le{>enben 
©leic^ungen fogleid^ nac^ t unb u aufT^et, woburd^ man erl^dlt: 

N mn-j-ny — mx 

2 ny — My — Nx ' 

M mn — ny -|- mx 

2 mx— My — Nx 

SBerben enblic^ biefe 5IBertl>e in ber ©leic^ung -r + - = 1 

I« u 

fubflituirt, fo erhalt man bk folgenbe ©leic^ung: 

2(mx — My -— . Nx) 2(ny — - My — Nx) 
mn — ny -{- mx mn + ny — mx 

j»{f(^en btn 6oorbinatens93er^dltniffen x unb y be^ Seru^rung6^ 
punfted T in ber (Seite A'B' bt6 oerdnberlic^en JJreiedfe A^'C^ 






— 104 — 

S)tefe ®Ui^mQ gt^atttt nod^ eine ttaml^afte Stebuettott, mi 
i(t bann : 

4mn(xy — My — Nx)= (mn — ny — mx)* 

bit ©leic^ung an bk Ort^cnrte beö ^unfte^ T, bie ölfo in jeber 
ßage ted burc^ bie feflen Ranfte P unb Q gelegten unb in ben 
gegebenen Äegelfc^nift AGB gefd^rtebenen 5)reiecf6 ABC »on ber 
©eife A'B' ober AB Utnf)xt tüitb. 2)ie Surue ijl offenbar wiebet 
ein ^egelfc^nitt. 

SSJlan leiflet ber gefunbenen ©leidE^ung ®enuge, inbem man 
gleic^ieitig feßt: xy— My— Nx=o nnb mn — ny— mx=o. 3)ie 

M N 

erjle ©leid^nng — | — = 1 ifl bie ©leid^ung an ben gegebenen 

y 

Äcgelfc^mtt AGB fel6fl; We jwette ©leid^una - +-^ =1 ifl bie 

n m 

®feicl)ung an bie batd^ bk beiben fejlen fünfte P nnb Q gejcgene 
©erabe PQ; bal^r (inb bie Surc^fc^nitt^pnnfte M unb N beiber 
ßjnien and) fünfte ber gefud^ten OrtöcurDe. 

93?an bewctfet nun noc^ leicht, baß bk Uibtn Äegelfd^nitte in 
M unb N biefelben Tangenten MV nnb N V l^aben ; ferner, ba^ ftc^ 
bie brei ®eraben BT, A'Q unb C'T immer in einem fünfte U 
fdf^neiben, worauf eö jebodf) l)ier ntd^t anfam. 5n unettrdglicl^ 
SEBeitMuPgfeiten gerdtl^ man aber, trenn man eine anbere (Soorbis 
natens^Jfetl^obe, fe^ e^ in ber @bene ober and) auf ber Oberfldc^e 
ber Äugel, anwenben unb bie ©leic^ung ber gefuc^ten Ortöairoe 
l^erleit^n Witt* ©iefed jur (Jmpfel^hmg ber neuen (5oorbinafen=^ 
^et^obe bei affgemeinen Unterfuc^ungem 
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— 2 — 

Fufs, J. D., ad J. B. Lycocriticum epistola, in qaa loci Metamor- 
phoseon et Fastorura Ovidii, nee non alii nonnulii sire 
defenduntur et illustrantufy sive emendantur, Chr. C. 
Sprengel emendationes exempli causa refulantur. 8. maj. 

1824. br. 7. ®gr. — . 30 Xr. 

t>^^^B/ S^* 3E.f Uebttngdflücfe ium Ueberfe^ett aud bem Zieutf^tn 
M &atetn{fd)e unb airft bem Satefntfd^en tnS Seutfc^e, in mts 
tbobifd^er @tufeiifo(ge. I. Zf^iU Siir bte ©ejcta etneS (Spmncu 
finmö. 8. 10 ©gr. — 45 3Er. 

3acob, ». ®., ©alter ©cDtt. gfir bfe gefer feiner SBetfe. GEfit ^ 
btDatap(>tfc(^''ltterav(f(^er »erfuc^. Sßtt S. ©cot^d IQtlbntfl. sr* ' 

12. br. 14 ®s^ — 1 Sl- 

äRenge^ X(f..^ {)anbbud^ ber (Sefd^td^te ber ^eutfc^en mit Dorjitgs 
Uc^er Serüctjld^ttgung ber ©efc^tc^te ber preug. Sßonorc^te. 
(grfter 95b. gr. 8. br. 1 Zilt. ^ 1 gl. 48 3Er. 

Ovidiiy P. Nasonis, Heroides et A. Sabini Epistoiae. E vete- 
rum libr. fide^^t viror. doct. annot. recens., varias iect. 
cod. et nonnuliaram edit. apposuit, comment, in quibus 
etiarn annotat. N. Heinsii, P. Burmanni, D. I. van Lennep 
aliorumque viror. doct. partim integrae partim expietae 
atque emendatae continentar, instnixit, de bis carminibus 
praefatus est et indices addidit Y. Loers. Insunt variae Iect. 
Xil cod. separatim excusae. Pars I. 8. maj. brofc^. i %i\u 
16 Ogr. — 3 gl. (Pars IL (il unter ber treffe.) 

Piatonis Menexenus. Rec^nsuit, e graeco in latlnum convertit 
et commenlariis illustravit V. Loers. Inest de Fr. Astü 
sententia, Menexenum non a Piatone scriptam esse, commen- 
tatio. 8. 1824. 14 ©gr. — 1 gU 

Plautiy M. Acci, Aulularia. Edidit Franc. Goeller. 8* maj. 

1825. 12 ®Qt. — 54 2Ex. 

— . — Trinumus. Cum brevi adnotatione denuo edidit Franc. 

Goeller. 8. maj. 1824. 12 ©gr. — 54 J£v. 
— — Truculentus. Emendatioremsuisque numeris descriptam 

edidit Franc. Goeller. 8. maj. 1824. U ®gr, — l gl. 
Öttfe, Slir., (^fflorlfc&^topograpbffc&c »efc^retbnng ber ©tabt Xac^en 

itnb iffxtt Umgebunden. Wt einer litboarap(|* Slbbübung. 8« 

br. 16 @3r. — l gl. 12 3Er. 
©ie granfenburg unb bfe Öogtef über 55urtfc^eib. ®tf 

fd^tc^tltd^ bargefleat. ORit einer Httograpb* Slbbtlb. gr. 8* bt. 

1 Sblr. 4 @gr. — 2 gl. 8 Xt. 
©d^ier, Cb. ©/ ®eO^<(^te. 9!euefle @abe. 8. 1824. 18®gr.— 

1 g(. 30 3Er. 
©(^mtö, a/3., «nb Dr. 3, 3. 5)«f(^neiber, f^lletmattfcö georb^ 



tiete WlufttxUit üut Um ®ebtete ^er ^eutf(^eti2>t(fttfttiift, nthft 
einer fitrj^efagten ^oettf ttnb einigen Srlfiuterungen. S^m 
&tbxaud^ in ten Dbem Sfaflfen ber Slementarfd^uCen/ {n93ürger# 
n. böbernSöcbterfdbttUn unb®9mnaflen.dv. 8. 12 ®ar.-- 54Xr» 

&^mi1i, %, üoGlfläntiged, nacf^ einer gan} neuen Se^rort bearbei^ 
teted fRe(benbu4^, entbaltenb bie alte Siecbenfunil mit ber !Öt^U 
maUfRtäitutunU mit i^ren äegenfeitigen Sßunjen/9Raßenunb®es 
»ii^tenooSfomment>erd(i(^emlrXb-B. 1815. 12 ©gr.— 54Xr. 

DoOflänbiged; nacb einer ^an^ neuen Sebrart bearbeitetet 

Siecbehbucb für Scbulen, |)anb(un0d;3n(litute/ angebenbe Sauff 
leute unb anbere ®ef(^äftdmänner, entbaltenb aQe ^ufammen^ 
gefegten Stegelu/ bie Äettenregel in ibrer meiteflen Studbebnung, 
ein fturfenbucb/ SSergleicbungdfXabeQen über bie Sßünjen^ 902af e 
itnb ©emicbte i^on gan) Suropa unb ben micbttgflen au§er bem# 
felbi^n gelegenen Staaten, tit gefammte fturds unb SBecbfelioiffen^ 
fcbaft u.f.». 2r Ib- gr. 8. 182U 1 Xbir. 4 ®flr —2 gL6aEr. 

praftifcbed $ü(fdre(benbu(b für Seigrer unb Sebrertnnen 

ober (Sammlung aDer Aufarbeitungen unb Suflöfungen ber im 
erilen ZbeiU beftnbltcben Uebungd^SBeifpie(e bed Stecbenbuc^d. 8. 
1818. 10 ®gr. — 45 3Er. 

— — audfü6rlt(be Kbwanblung ber unregelmäßigen franjofifcben 
3eitn)i>rter, mit Seifügung ber na'mlicben beutfcben QüttooxUt 
jufammengetragen. 8* 1818. 10 ®gr. — ^45 3£r. 

6eber, %. %, @amm(ung von !0?uflern beutfcber Siebter unb 
^rofatfer, für tit brei untern 5!Ia{fen ber ©pmnaften. Stierte 
aufläge, gr. 8. 1829. 18 ®gr. — 1 gL 21 Sr. 

Sammlung ton SWuftern beutfcber Siebter für bie brei 

obern klaffen ber ®9mnaf(en. 2te^ »erb. unb Derm. 9(ujl. gr* 8* 
1825. 1 I6lr. 8 ®gr. — 2 gl. 24 3Er. 

SeckendorfF, A. H« £. F. a, de capitis deminutione minima. 
Dissertatio, ab iM. JCtorum Bonneasium ordine praemio 
ornata. 8. maj. 6 ®gr. — 27 3£r» 

Simon, SOI. , bie älteflen IKacbric^ten x>on ben Sewobnern 
bed linfen SR^einuferd« Suliud (Säfar unb feine gelbgüge in 
(Saüien, nebft einem Sorberid^t über hU Saflrametotton unb 
bad ftriegdmefen ber alten SRömer u. Tlit gig. unb einer Sbarte 
»on (SaKitn. gr. 8. br. 2 Ijlr. 12 ®gr. — 4 gl. 30 3fr* 

Smet«; Iffi., gerbinanb gran^ ^adraf. Sin b{ograpbifcb'P<)<^^d9^ 
rifcber QScrfucb. fftchit 3 Slbbilbungen in Steinbrucf. 8. 1825. 
br. 12 ®gr. — 54 3Er. 

Sot^mann, % S. g./ über bed 3(ntontu§ t)on SBormd S(6bilbung 
ber Stabt Söln auA htm % 1521, OßitS SGorflea. in Steinbr* 
fi. 1819. br. 14 ®gr. — 1 gl. i 



--. 4 — 

Gtietlltif Zah^Utn (ur Qtnautn S^ergCeid^uttg tet metrifc^en mit 
. ttn neuen pveuf^if4^en unh let neuen |)reu$. mit ^en metrifd^en 

Sängen s, ^(äc^en« unö fiörpermagen. 4. br. 10 Ogr« — 45 £r. 
@üren; Z., ®efc^t((te ted f)ran^en6urdif<l^«preuftf(^en Staatt^, 

Don ten frü()eflen IRad^rtd^ten an^ btd auf bte neueflen ^eittn* 

Tlit etnet Stnlettuns Don X. SB« ®d^mt|. 8 Sbd^en. Tlit m. 

SaxUn. gr. 12 br. 2 2(>Ir. — 3 gl. 36 Xr. 
SBagnet/ (£leinentar^!RaturIe6re nad) htn ®runbfä'$en ber neuere» 

^äbatOQit, für ®emmarten unb fBoIfdf(^ulen bearbeitet, ir 

Sdeü. SRebft 2 IttJ. Saf. gr* 8. 16 ©gr.^ — 1 gt. 12 Xr. 
aaSaOraf, $., SBetträse {ur ®ef(^((^te ber ®tabt ITöIn unb if^xzv 

Umgebunden. Sßtt 5 Slbbtlbungen in @tetnbr. gr. 8. 1819. br. 

1 Idlr. 8 ©gr. — 2 gl. 24 Xr. 
fSaUte, !D,, Elemente ber fc^rtftltc^en unb fcbneSen münbltc^en Un^ 

tert^altung in ber eng(tf(^en Sprache. 9(U SBegletter ber engU'fc^jen 

©praHilleJre. 8. 10 ©gr, — 45 Sr. 
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